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Presentacion

Es un placer presentarles este libro de Temas Selectos de Matematicas III, que ha
sido cuidadosamente disefiado para acompanar a las y los estudiantes de
bachillerato en su fascinante travesia por el mundo de esa maravillosa forma
matematica de pensar denominada pensamiento matematico, que proporciona una

base sdlida y estimulante para el aprendizaje.

Asi, este libro es para utilizarse en la Unidad de Aprendizaje Curricular
(UAC) Temas Selectos de Matematicas III del Recurso Sociocognitivo Pensamiento
Matematico, correspondiente al sexto semestre del componente fundamental y
extendido del plan de estudios de la modalidad mixta opcion mixta (UAS, 2024) del
Curriculo del bachillerato de la Universidad Autéonoma de Sinaloa 2024 que, de
acuerdo con el Marco Curricular Comun de la Educacion Media Superior
(MCCEMS) establecido por la Secretaria de Educacion Publica (SEP, 2023a), enfatiza
el desarrollo del pensamiento matematico.

El pensamiento matematico, segin el MCCEMS, se define como:

un Recurso Sociocognitivo que involucra diversas actividades cognitivas que
van desde la ejecucién de operaciones y el desarrollo de procedimientos y
algoritmos hasta abarcar procesos mentales abstractos, incluida la intuicion,
que se dan cuando el sujeto participa del quehacer matematico al resolver
problemas, usar o crear modelos, elaborar tanto conjeturas como argumentos
y organizar, sustentar y comunicar sus ideas. (SEP, 2023c, p. 17)

La secuencia de este libro estd basada en progresiones de aprendizaje, cada
una disenada para desarrollar sobre la anterior un pensamiento matematico; para el
caso particular de esta UAC, un pensamiento analitico.

En el sentido anterior, las progresiones de aprendizaje (PA) de la UAC Temas
Selectos de Matematicas III desarrolla la geometria analitica para el logro de las
metas de aprendizaje en la siguiente secuencia:

e PA 1. Introduccion a la geometria analitica.

e PA 2. Lalinea recta.

e PA 3. La circunferencia.
e DA 4. La parabola.

e PA 5. Laelipse.

e PA 6. La hipérbola.



Bajo esta logica del proceso de desarrollo del pensamiento matematico, las
progresiones de aprendizaje estan estructuradas y secuenciadas, en el sentido de que
cada una es mas compleja que la anterior, de acuerdo al nivel de pensamiento
matematico que demande cada progresion. Cada una de ellas, se inicia con una
evaluacion diagndstica; luego, le siguen ejemplos, actividades y evaluacion
formativas disenadas atendiendo a las subcategorias de las categorias del
pensamiento matematico, mismas que orientan hacia el logro de las metas de
aprendizaje; al final cuenta con instrumentos para la autoevaluacion y coevaluacion.

Ademas, en cada PA se consideran tres momentos claves de la evaluacion:
diagnostica, formativa (mientras se aprende) y final; haciendo énfasis en la
evaluacion formativa en funcién de la retroalimentacion, para que, durante el
proceso de realizar las actividades de aprendizaje, las y los docentes puedan
determinar el nivel de logro del estudiantado, en particular, de las metas de
aprendizaje que contribuyen a los aprendizajes de trayectoria. Es decir, se utiliza la
evaluacion formativa como herramienta para comprender su progreso y ajustar, en
consecuencia, las estrategias activas.

También, durante el proceso de aprendizaje, en cada PA se lleva a cabo la
autoevaluacion (A), coevaluacion (C) y heteroevaluacion (H); para ello, se
implementa como técnica principal de evaluacion, la observacion, utilizando guias
especificas para tal fin. Los resultados se reflejardn en la tabla que aparece al inicio
de cada progresion en correspondencia con el desempefio.

Por otra parte, se sugiere usar los cddigos QR (generados en parzibyte:
https://parzibyte.me/apps/generador-qr/), asi como la Inteligencia Artificial y las
aplicaciones de celular como aliados en este proceso de aprendizaje. En cuanto a las
representaciones graficas que se incluyen, estas fueron hechas en Desmos.

Finalmente, el desarrollar un pensamiento matematico no solo les abrira las
puertas en el aula, sino que también los acompanara a lo largo de sus vidas,
dotandoles de la capacidad de enfrentar cualquier desafio con ingenio y perspicacia.

jAdentrémonos juntos en el fascinante universo del pensamiento matematico!


https://parzibyte.me/apps/generador-qr/

Tabla de categorias, subcategorias, aprendizajes de trayectoria y metas de
aprendizaje de Temas Selectos de Matematicas III

PENSAMIENTO MATEMATICO

Categorias
Cc2 C3 C4
C1 Procesos de Solucién de Interaccién y
Procedural Intuicion y problemas y lenguaje
Razonamiento modelacion matematico
Subcategorias
S1 S1 Re istr?escrito
Elementos Capacidad para S1 gistro € ’
e simboalico,
aritmético- observary Uso de modelos .
. . algebraico e
algebraicos conjeturar . e
iconografico
S2 S2 S2
Elementos Pensamiento Negociacion de
geomeétricos intuitivo significados
S3
Estrategias S3
S3 heuristicas y Ambiente

Pensamiento formal

ejecucion de
procedimientos no
rutinarios

matematico de
Comunicacion

Aprendizajes de Trayectoria

Valora la aplicacion
de procedimientos
automaticos y
algoritmicos, asi
como la
interpretacion de
sus resultados para
anticipar, encontrar
y validar soluciones
a problemas
matematicos, de
areas del
conocimiento y de
su vida personal.

Adopta procesos de
razonamiento
matematico tanto
intuitivos como
formales tales como
observar, intuir,
conjeturar y
argumentar, para
relacionar
informacion y
obtener
conclusiones de
problemas
(matematicos, de
las ciencias
naturales,
experimentales y
tecnologia,
sociales,
humanidades y de
la vida cotidiana).

Modela y propone
soluciones a
problemas tanto
tedricos como de su
entorno, empleando
lenguaje y técnicas
matematicas.

Explica el
planteamiento de
posibles soluciones
a problemasy la
descripcion de
situaciones en el
contexto que les dio
origen empleando
lenguaje
matematico y lo
comunica a sus
pares para analizar
su pertinencia.

Metas de Aprendizaje

M1-C1
Ejecuta calculos y
algoritmos para

M1-C2
Observa y obtiene

M1-C3
Selecciona un

informacion de una

modelo matematico

M1-C4
Describe
situaciones o




fenébmenos

obtenidos al aplicar
procedimientos
algoritmicos propios
del pensamiento
matematico en la
resolucion de
problematicas
tedricas y de su
contexto.

variables de interés,
con la finalidad de
explicar una
situacion o
fenédmeno y/o
resolver un
problema tanto
tedrico como de su
entorno.

resolver problemas situacion o por la pertinencia
matematicos, de las fendbmeno para de sus variables y empleando
ciencias y de su establecer relaciones para rigurosamente el
entorno. estrategias o explicar una lenguaje
formas de situacion, fendomeno matematico y el
visualizacién que o resolver un lenguaje natural.
ayuden a problema tanto
entenderlo. tedrico como de su
contexto.

M2-C1 M2-C3 M2-C4
Analiza los Construye un Socializa con sus
resultados modelo matematico, pares sus

identificando las conjeturas,

descubrimientos o
procesos en la
solucion de un
problema tanto

tedrico como de su

entorno.

M3-C3
Aplica
procedimientos,
técnicas y lenguaje
matematico para la
solucién de
problemas propios
del pensamiento
matematico, de
areas de
conocimiento,
recursos
sociocognitivos,
recursos
socioemocionales y

de su entorno.




PA 1. Introduccion a la geometria analitica
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d= \/(xz —x1)%2+ (, —y1)? = \/(xl —x3)%+ (y1 — ¥2)?

Reconoce y analiza las relaciones fundamentales entre puntos y rectas en el plano
cartesiano, y utiliza conceptos como la distancia, el punto medio y la pendiente
para describir, representar y resolver situaciones geométricas basicas en contextos

reales o abstractos.

Metas de aprendizaje

En proceso de
logro

Bueno

Sobresaliente

M2-C1 Analiza los resultados obtenidos al aplicar
procedimientos algoritmicos propios del
pensamiento matematico en la resolucion de
problematicas teéricas y de su contexto.

M1-C2 Observa y obtiene informaciéon de una
situacion o fendmeno para establecer estrategias o
formas de visualizacién que ayuden a entenderlo.

M3-C3 Aplica procedimientos, técnicas y lenguaje
matematico para la solucién de problemas propios
del pensamiento matematico, de areas de
conocimiento, recursos sociocognitivos, recursos
socioemocionales y de su entorno.

> | 0O >»| T 0O >
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M1-C4 Describe situaciones o fendémenos
empleando rigurosamente el lenguaje matematico y
el lenguaje natural.
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Evaluacion diagndstica 1.1

Analiza y selecciona la respuesta correcta a cada pregunta.
1. ;Coémo se llaman los ejes que forman el plano cartesiano?
a) Eje horizontal y eje inclinado.
b) Eje de las abscisas y eje de las ordenadas.
c) Eje principal y eje secundario.

2. En el plano cartesiano, un punto representa:
a) La distancia del punto al eje X.
b) La distancia del punto al eje Y.
c) La posicion del punto con respecto al origen.

3. En la siguiente grafica, ;qué coordenada tiene el punto A?

Y a) (2, -3)
1T mes-
0 T N R S
Tk 0 ? 1 2 3 4°x
y| =3
_*1

La geometria analitica es una rama de las matematicas que une la geometria y el
algebra mediante un sistema de coordenadas para estudiar figuras geométricas. Su
desarrollo se atribuye a René Descartes.

Te has preguntado, ;cémo se puede describir con niimeros cosas tan visuales
como la localizaciéon de una ubicacion en un mapa o en un croquis, asi como la
trayectoria de un dron? La geometria analitica hace esto posible representando y
analizando figuras utilizando coordenadas en el plano cartesiano.

En términos generales, la geometria analitica estudia dos problemas
fundamentales:
1. Dada una ecuacion, representar el lugar geométrico que describe (discusion
de un lugar geométrico).
2. Dadas las condiciones que deben cumplir los puntos que forman el lugar
geométrico, encontrar su ecuacion.

El estudio inicia con el reconocimiento del plano cartesiano como un sistema
de referencia que permite ubicar puntos mediante coordenadas. A partir de esta
representacion, se abordan conceptos como la distancia entre dos puntos, el punto



medio de un segmento y la pendiente de una recta. Estos elementos no solo son la
base para comprender las relaciones espaciales en el plano, sino que también te
preparan para abordar temas mas avanzados, como el estudio de las conicas.

Segmento rectilineo dirigido y distancia dirigida

En geometria euclidiana, se entiende que un segmento de recta, denotado por AB,
representa el mismo segmento que BA. Se define como una porcién de recta
comprendida entre dos puntos, A y B, cuya longitud se indica como AB o BA. Cabe
destacar que en esta representacion no se considera el sentido, como se muestra a

continuacion. A B

En el < ¢ ¢ estudio de la

geometria analitica es necesario considerar tanto la distancia que hay entre los
extremos de un segmento, asi como su sentido (positivo o negativo). Para indicar
este sentido, se establece una convencion donde se escribe primero el punto de
origen y después el punto extremo, dando lugar a lo que se conoce como segmento
dirigido. Este concepto nos lleva a utilizar el término de distancia dirigida, que
incorpora tanto el valor numérico de la separacion entre dos puntos como su sentido,
determinando si esta distancia dirigida es positiva o negativa.

Y

El segmento dirigido, AB, como se muestra en la figura

de la derecha, tiene un sentido que va del punto A hacia el 4,

L Reshd

punto B. Esto significa que 4 acttia como el origeny B comoel *
extremo, por lo que AB representa una distancia dirigida positiva. La notaciéon AB
se utiliza tanto para denotar el segmento dirigido como la distancia dirigida
asociada.

El segmento dirigido, BA, como se muestra en la figura
de la derecha, tiene un sentido que va del punto B hacia el z:l E
punto A. Es decir, B es el origen y A el extremo, por lo que se
considera que BA representa una distancia dirigida negativa (puedes encontrar la
justificacion de esto en el video a través del codigo QR 1.1). La notacién BA se utiliza
tanto para denotar el segmento dirigido como la distancia dirigida correspondiente.

Cédigo QR 1.1. Distancia dirigida. Video de MatCddigo.
Fuente: Parzibyte, 2025
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Distancia dirigida y no dirigida entre dos puntos en la recta real

Cuando los puntos P; y P, se encuentran sobre una misma recta, como ocurre en la
recta real, es posible establecer una medida entre ellos de dos formas distintas: una
que considera el sentido y otra que no lo toma en cuenta.

La distancia dirigida entre dos puntos P;(x;) y P,(x;), mostrados en la
siguiente figura.

1 2

p p
. .
X, X,
Se representa de dos formas segin su origen y su extremo.
P1P2=x2—x10 P2P1=x1—x2

Donde x; y x, representan las coordenadas del punto P; y del punto P, en la
recta numérica, respectivamente.

En este caso, el orden de los puntos es fundamental: la distancia dirigida es
positiva si x, se encuentra a la derecha (es mayor que) de x;, y negativa si esta a la
izquierda (es menor que). Por tanto, P, P, representa una distancia dirigida positiva,
mientras que P,P; representa una distancia dirigida negativa.

Este tipo de distancia sera especialmente 1til cuando estudies la progresion
de aprendizaje de la pardbola, ya que necesitaras calcular la distancia del vértice al
foco, la cual es una distancia dirigida.

Por otro lado, la distancia no dirigida entre dos puntos P;(x1) y P,(x,),
también conocida simplemente como distancia, se representa mediante el valor
absoluto de la diferencia de sus coordenadas:

dp1p2 = |x2 —X1| o IPIPZI = |x2 _xll

La notacion, d, ,,, se lee, la distancia del punto P; al punto P,. Esta distancia
expresa Unicamente la separacion entre los puntos, sin importar el orden en que se
consideren. Por esta razdn, se cumple que |x; — x;| = [x; — x4|. La distancia no
dirigida siempre es un valor no negativo.

Ejemplo formativo 1.1

1. Calcula la distancia dirigida determinada por los puntos A(—4) y B(7). También,
calcula la distancia (distancia no dirigida) entre dichos puntos.
Resolucion

Distancia dirigida Distancia
AB=7-(-4)=7+4=11 dys = 17— (=) =7+ 4| = 11
BA=-4-7=-11 dgs = |—4—=7)| = |-11] = 11

11



La distancia no dirigida, que de aqui en adelante nos referiremos a ella como
distancia, se utiliza cuando lo importante es conocer tinicamente la separacion entre
dos puntos, sin considerar el sentido. Este concepto no solo aplica en la recta real,
sino que también se extiende al plano cartesiano, cuando se estudia la distancia entre
dos puntos.

El plano cartesiano

(Sabias que las actividades que realizas todos los dias pueden representarse en un
sistema de coordenadas? Desde ubicar tu posicion en un mapa hasta disefiar un
videojuego, todo parte de una idea fundamental: el plano cartesiano.

El plano cartesiano es un sistema que permite ubicar cualquier punto en una
superficie plana usando dos nimeros llamados coordenadas. Este sistema, como ya
se dijo, fue propuesto por el matematico René Descartes, y desde entonces se ha
usado para vincular el algebra con la geometria.

Como se muestra en la figura de la derecha, el plano Y4
cartesiano estd compuesto por dos rectas numéricas
perpendiculares, en donde: < 0O

.
e Eleje X (horizontal) es llamado eje de las abscisas. O X
e FElejeY (vertical) es llamado eje de las ordenadas.
e El punto donde se cruzan se llama origen que se denota Y

mediante la letra O y tiene coordenadas (0, 0).

Cada punto en el plano cartesiano se representa por un par ordenado (x, y):
e El namero x indica cuanto se avanza a la derecha (positivo) o a la izquierda
(negativo).
e El niimero y indica cuanto se avanza hacia arriba (positivo) o hacia abajo
(negativo).

Por ejemplo, en la siguiente figura, partiendo del origen, el punto (-2, 3) esta
2 unidades a la izquierda del eje Y y 3 unidades arriba del eje X.

12
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Dos unidades a la izquierda —T Tres unidades hacia arriba
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Los puntos también pueden representarse mediante letras mayusculas, como
A,B,C,P,Q, etc. Por ejemplo, podemos decir, el punto A tiene coordenadas (-2, 3), lo

cual se escribe como A(-2, 3). v

X

El plano cartesiano se divide en cuatro Cuadrante II Cuadrante I
. (x negativo, y positivo) | (x positivo, y positivo)
regiones llamadas cuadrantes, numeradas en ‘ ' '
sentido contrario al que giran las manecillas ) o X
del reloi t lad h Cuadrante III Cuadrante IV
elre 0]’ como se muestra a la derecha. (x negativo, y negativo) (x 3\:s~-:i|5\'n_ Y negativo)
En la siguiente tabla se muestran
puntos, el signo de cada coordenada y el cuadrante en el que se localizan.
unto igno de la coordenada x | Signo de la coordenada uadrante
Punt S del denad S del denad Cuadrant
A(2,3) + + I
B(—4,5) - + II
C(=3,-1) - — 111
D(4,-2) + - 1\Y%

Para ubicar puntos en el plano cartesiano, puedes utilizar herramientas
digitales como Desmos o GeoGebra. Este software de uso libre permite trazar ejes,
ingresar coordenadas, ver los cuadrantes en pantalla y mover puntos de forma
dindmica para observar como cambian sus coordenadas. Esto facilita la comprension
visual de los conceptos y te ayuda a verificar tus respuestas en tiempo real.

13
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b (—3,4) @ A:(2,3)
WRétulo: A(-34) @ B: (_4‘ 5)
0 (15) ® C:(-3 -6)
WRétulo: B(1,5) ®© D: (5 _2)
3
O (—4,-2) + Entrada...
WRotulo: C(-4,2)
4
O (6-3)
VRétulo: D(6,3) & & in B
5 Algebra  Herramientas Tabla Hoja de Calculo
1 @ < + 11 @) < x
Figura 1.1. Puntos graficados en Desmos. Figura 1.2. Puntos graficados en GeoGebra.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025). Fuente: Elaboracion propia (GeoGebra, 2025).

Distancia entre dos puntos en el plano

En la vida cotidiana, calcular distancias es algo comun, por ejemplo, la distancia
entre dos ciudades, entre dos personas en un parque o entre dos puntos en un plano.
En geometria analitica, la distancia entre dos puntos se puede obtener utilizando sus
coordenadas, gracias a una férmula basada en el teorema de Pitagoras.

Sean dos puntos cualesquiera en el plano, P;(x1,y1) y P2(x;,¥,). La distancia

entre ellos se denota como d,, ,,, y se calcula de la siguiente forma:

14



En el triangulo P; QP, de la siguiente figura, por el teorema de Pitagoras

Yt (PP)? = (P1Q)* + (QPy)*

- De la figura de la izquierda,
PQ=x-x1y QP =y, — )

Como (P, P,)? = dj_,,, entonces

y, S o, d2 ., = (3 — x)% + (¥, — y1)?

Luego, la distancia del punto P; a P, es

dplpz = \/(xz —x1)%+ (y2 —y1)?

Dado que cada una de las diferencias x, — x; y y, — y; se eleva al cuadrado,
el resultado final siempre es un valor no negativo que representa la distancia que
hay del punto P; a P, o del punto P, a Py, sin importar su direccién. Es decir

dp,p, = \/(xz —x)%+ (2 —y1)? = \/(xl —x2)2 4+ (Y1 — y2)? = dp,p,

Si en un par de puntos P; (x4, y1) v P2(x2,¥,), se tiene que:
e Siy; =y, tenemos una distancia horizontal, por lo que

dp,p, = \/(xz —x)%+ (2 —y1)? = \/(xz —x)?+0= \/(xz —x1)? = |x; — xq]
e Six; = x,, tenemos una distancia vertical, por lo que

dp,p, = VO =202+ (7 —y1)2 =40+ (2 —y1)2 = (72 = y1)? = |y2 — y1|

Ejemplo formativo 1.2

1. Calcula la distancia entre los puntos A(—3,5) y B(6,—1).
Resolucion
De A(—3,5) y B(6,—1), setieneque x; = =3,y; = 5,x, = 6,y, = —1
Sustituyendo en la féormula

dap = \/(6 —(=3)) +(-1-52=1/(6+3)2 + (-1 —5)% = /9 + (=6)?
= V81 +36 = V117 =+/32-13 = /32 - V13 = 3V/13

La distancia de A a B es 3v13 u, donde u significa unidades.
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Ejemplo formativo 1.3

1.

Demuestra que los puntos E(2,-2), F(—8,4) y G(5,3) son los vértices de un
triangulo rectangulo.

Resolucion

Si los puntos E, F y G son los vértices de un triangulo rectangulo, estos deben
cumplir que la suma de los cuadrados de sus lados menores es igual al cuadrado
del lado mayor.

4 5 }J‘
S A O - dge = /(5 —2)% + (3 — (—2))?
St ° =32 +52 =34 u
ESNNEREE dor = /(=B = 5)2 + (4 — 3)2
fg TS A2 Nlll\z/ i 5;? =(-13)2+12 =170 u
NERANE dr =@ = (“B)T ¥ (-2 )

=./(10)2 + (—=6)2 = V136 u

Comprueba que las longitudes obtenidas satisfacen el teorema de Pitagoras.

dgF = dfp + dbz“a
(Vi70)° = (V136) + (V34)"

170 = 136 + 34

170 = 170

Con esto se demuestra que el tridangulo EFG es un tridngulo rectangulo.

Ejemplo formativo 1.4
1. Demuestra que los puntos A(—6,—3), B(—2,—1) y C(4,2) son colineales (estan

sobre una misma recta).
Resolucion
Calcula las distancias entre los puntos:

dap =/ (=2 = (=6))2+ (-1 —(=3))2 =42 + 22 =20 =V4-5 =2V5u
dpc =/(4— (—2)2+ 2 - (-1))2=y62+32 =V45=v9-5=3V5u
dac = (4= (—6))2 + (2 — (=3))2 =+/(10)2 + 52 = V125 = V255 = 5V5u
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Los puntos son colineales si se satisface que la mayor de las distancias obtenidas
es igual a la suma de las otras, es decir: .
dac = dyp + dpc ?

Y

5v5 = 2V5 + 3v5 EEEEEENEREaG
5V = 55 T T PT T
Al cumplirse la condicién, se tiene que los / * TTT 2 e O A
puntos son colineales, es decir, estan sobre { | / 1? | 5
una misma recta. Eade —=3

Coordenadas del punto medio de un segmento

En geometria analitica, asi como en muchas situaciones cotidianas, es comun
calcular el punto que estd exactamente a la mitad entre dos ubicaciones, este punto
se llama punto medio.

El punto medio de un segmento lo divide en dos partes iguales. Si tienes dos
puntos extremos, el punto medio es aquel cuyas coordenadas estdn exactamente a
la mitad de las coordenadas de los extremos.

La camara de un celular usa esta logica al tomar una fotografia, encontrando
puntos de equilibrio visual entre elementos importantes de la imagen. En canchas
deportivas, para marcar el centro del campo entre las porterias. Los arquitectos y
constructores la utilizan para encontrar el centro exacto de espacios, ventanas,
puertas o elementos decorativos. Al disenar una fachada de una casa, necesitan
ubicar elementos centrados entre dos puntos de referencia.

Determinemos las coordenadas del punto medio entre dos puntos. Sean
Pi(x1,¥1) vy P2(x3,y,) los extremos de un segmento de recta y sea B, (X, Ym) su
punto medio. Como se muestra en la siguiente figura.

Y A

Y,

P,(x, v,)

‘1’,2_ !;‘PI'I

o
'\2 — X m : ¢ ('1._"' .If!.lr)
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Al ser B, punto medio del segmento P; P, se tiene que los segmentos P, P, y
P, P, son del mismo tamafo por lo que tienen la misma longitud, en consecuencia,

se pueden establecer las siguientes igualdades.

Xm — X1 = X2 — Xm
Despeja x,,

xm+xm=x1+x2

Ym—=V1=Y2"VYm
Despeja vy,
YmtYm =YV1t)2

2Xm = X1+ X3 2Ym =y1+ Y2
X _at X _ritye

Por lo tanto, las coordenadas del punto medio del segmento P; P, son

X1 t+X3 Y1+ Y2
B 2 ’ 2

Ejemplo formativo 1.5

1. Determina las coordenadas del punto medio del segmento cuyos extremos son
los puntos A(3,5) y B(2,—1).
Resolucion
Sustituye x; = 3, y; =5, x, = 2, ¥, = —1, en las siguientes férmulas.

m 2 2 2 2 0 Im 2 2 2

Por tanto, las coordenadas del punto medio son B, (2.5, 2).

=2

Pendiente de una recta

Imagina que estds subiendo una rampa o caminando por una calle inclinada.
Algunas subidas son suaves y otras muy empinadas. Esa idea de inclinacion se
puede medir en matemadticas con un concepto llamado pendiente. La pendiente es
una medida que nos dice qué tan inclinada esta una recta respecto al eje horizontal.

La pendiente de una recta es un nimero que indica la razén de cambio
vertical respecto al cambio horizontal entre dos puntos de la recta, como se muestra
en la siguiente figura.

18



Si la recta | pasa por los puntos P;(x1,y:1) y
P,(x3,y,) como se muestra en la figura de la derecha, y
la pendiente que se representa con la letram, se calcula

mediante la formula:
Cambioeny vy, —y;
m —_— " p—
Cambioenx x, —x;

Dependiendo de qué punto se establezca como
P; y cual como P,, la férmula de la pendiente puede

escribirse como:

Y2—Y1
Xy —Xq

mmpz =

,para x; # x,

Y A

Py(x, v,)

o m V1= )2
D2P1 X, — Xy

Segun el valor (positivo, negativo o cero) de la pendiente, la recta puede

comportarse de distintas maneras:
Tipo de Comportamiento de la .
Valor de m P _ P Grafica
pendiente recta
Y A
0 - :
m = —o Pendiente )
Xy — Xy nula Recta horizontal 5 >
Y
Y /,
m>0 Pendiente Crece de izquierda a
positiva derecha ol %
L
Y A l
Indefinido
m=22_N Indefinida Recta vertical - N
0 0 X
Y
Y
m< 0 Pendiente = Decrece de izquierda a AN
negativa derecha 0 X
.




Ejemplo formativo 1.6
1. Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(2,—1) y B(3,1) e
interpreta su valor.

Resolucion
Sustituye x; = 2,y; = —1,x, = 3,y, = 1l enla formulam = —iz :zi
1-(-1) 1+1 2
~T3-2 T 1 "1

La pendiente de la recta que pasa por los puntos A(2,—1) y B(3,1) esm = 2. Esto
significa que por cada unidad que se avanza horizontalmente hacia la derecha,
la recta sube 2 unidades verticalmente. Por tanto, se trata de una recta creciente,

lo que implica que su trayectoria va en ascenso de izquierda a derecha.

Pendiente y angulo de inclinacion de una recta

Toda recta forma un angulo de inclinacion 8 con respecto al eje X. Este dangulo, que
es positivo, se mide desde el eje X hacia la recta en sentido contrario al giro de las
manecillas del reloj.

La pendiente m y el angulo 6 estan Y4
relacionados mediante la funcion tangente. De la
figura de la derecha se deduce que

m=3’2_3’1 ytan9=y2_y1

X2 — X1 X2 —Xq

,para x; # x,.

Dedonde m =tan8 — 6 =tan 'm Y

El valor del angulo 6 nos da una idea de si
la pendiente de la recta es nula, positiva,

A

indefinida o negativa al indicar qué tan abierto o

. . . @
cerrado sea dicho angulo respecto al eje X. ‘
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. i6n, . .
A continuacion, se presentan los casos mas comunes que relacionan el valor
de la pendiente m con su correspondiente angulo de inclinacion 6:

Angulo d
Tipo de pendiente Valor de m ANBWO ,e Gréfica
inclinacion
Y A
Pendiente nula m =tan0° = 9 = 0°

1
X
!
Pendiente positiva m =tanf > 0 0° < 0 < 90° . /
X
l
6

Pendiente Indefinido 6 = 90°

indefinida m = tan 90° - ul .
(@) X

A

Y
Pendiente negativa m =tanf <0 90° < 6 < 180° \R—\G’
) OJ X

1. Calculala pendiente y el angulo de inclinacion de la recta que pasa por los puntos
A(-2,-1)y B(3,4).

Ejemplo formativo 1.7

Resolucion
Sustituye x; = —2,y;, =—-1,x,=3,y,=4 en la Y 4
féormula m = 2=,
X2 — X1
4 —(-1) B 5

MmM=3_(=2) 5 P
Dado que m=1, entonces, tanf =1, en A "}/‘L/'O
consecuencia § = tan~(1) = 45°. Por tanto, m = 1 7 1
y 8 = 45°.

Y
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Ejemplo formativo 1.8

1.

Calculala pendiente y el &ngulo de inclinacion de la recta que pasa por los puntos
C(-1,2) y D(4,-5).

Resolucion
Sustituye x; = —1,y; = 2,x, = 4,y, = —5 en la férmula m = %
27 A1
—5-2 -7 7
m T e— T — O ——
4—(-1) 5 5 Y
. : _ 7 A(-1,2)
Como la pendiente es negativa, m = o entonces, el ’
angulo de inclinacién es . X

7
6 =tan™?! (— g) + 180° ~ —54.46° + 180° = 125.54°

Por tanto, el valor de la pendiente es — % y su angulo de

inclinacion es de 125.54°,

Condicion de paralelismos y condicion de perpendicularidad

Cuando dos rectas se representan en el plano cartesiano, su comportamiento puede
analizarse comparando sus pendientes. Las dos relaciones mas importantes a
estudiar son aquellas que permiten determinar si las rectas son paralelas o

perpendiculares.

Dos rectas son paralelas si sus dngulos de inclinacion con respecto al eje X

son iguales y, por tanto, sus pendientes también. Para indicar que dos rectas son

paralelas se usa el simbolo, |.

Y 4

Si [ I I, entonces 8; = 6, por ser angulos
correspondientes en la figura de la izquierda.

Aplicando la funcion tangente, tan 8; = tan 6,,
se obtiene que m; = m,.

De lo anterior se concluye que, si dos rectas

A

O

son paralelas, entonces sus pendientes son iguales.
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Ejemplo formativo 1.9
1. Determina si la recta que pasa por los puntos A(0,—1) y B(2, 3) es paralela a la
recta que pasa por los puntos C(1,0) y D(4,6).

Resolucion
Determina las pendientes.
_3—(—1)_4_2 _6—-0 _
TaETToT0 2 Yoo M Ty T1T3"

Como myp = m¢p, entonces las rectas son paralelas.

Ejemplo formativo 1.10
1. Demuestra que los puntos A(—2,—1), B(2,1), C(3,4) y D(—1,2) son los vértices
de un paralelogramo.

Resolucion l,.
Determina las pendientes.
1-(-1) 2 1 4-1 3
Map =5 a2 MCT3_zT17 3
2—-4 -2 2 1 -1-2 -3
Mep =y -3 4 =3- 7 ™A o1 0 —
Tenemos que myp =mep vy mpe = mp,, por tanto, se y s

deduce que AB || DC y BC || DA. Como los lados opuestos
son paralelos, entonces la figura es un paralelogramo.

Asi como el paralelismo nos permite identificar rectas que nunca se cruzan,
también es importante reconocer el caso contrario: cuando dos rectas se intersecan
formando un dngulo recto. En este caso, se dice que las rectas son perpendiculares,
como se muestra en la siguiente figura.

\ I

Y A 1
h Dos rectas son perpendiculares si el producto
de sus pendientes es igual a —1.
Para indicar que dos rectas son perpendiculares
-~ ~ seusa el simbolo, L.
0 X : :
v l, l; L1l,siysolosim;-m, = —1.

Esto significa que sus pendientes son reciprocas negativas. Es decir, si una
. 1
pendiente es m, la otra debe ser ——.
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Ejemplo formativo 1.11
1. Determina si la recta que pasa por los puntos A(1,2) y B(3, 6) es perpendicular a
la recta que pasa por los puntos €(0,5) y D(2, 3).

Resolucion
Determina las pendientes.
6—-2 4 3—-5 =2
Mas=3-1=3=% Y Moyt o
Luego
MypMep =2+ (—1) = =2

Dado que myp - m¢p # —1, entonces, las rectas no son perpendiculares.

Ejemplo formativo 1.12
1. Determina si la recta que pasa por los puntos E(2,5) y F(7, 3) es perpendicular a
la recta que pasa por los puntos G(—1,—2) y H(1, 3).

Resolucion
Determina las pendientes.
_3-5 -2 2 3-(=2) 342 5

MEF=7 ;=5 s Y MGH =T ()" 1+1 2

Luego
_( 2)(5)_ 10 1
Mgr " Mgy = s)\2) T "1

Como mgr - mgy = —1, entonces, las rectas son perpendiculares.
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Evaluacion formativa 1.1

1.

Calcula la distancia dirigida y la distancia entre los puntos de la recta numérica
cuyas coordenadas son:

)A(-5)yB(6) bR yDd®) JE(-3)yF(-3) d6-6)yH(-1)

Traza el tridngulo formado por los puntos A(3,—5), B(—2,4) y C(7,2) y calcula
las longitudes de sus lados.

Una pareja de amigos se encuentra en un parque con caminos rectos que forman
una cuadricula. Paola estd sentada en una banca ubicada en el punto P(3,5) y
Ricardo estd caminando en direccion contraria, partiendo del punto R(—1,2).
(Cudl es la distancia en linea recta entre ambos si se mide sobre el plano del
parque?

Determina el punto medio de los segmentos de recta definidos por los siguientes
pares de puntos.

a) A(-1,3),B(9,11) b) DG,—Z),EG,l)
Determina la pendiente y el angulo de inclinacion de la recta que pasa por los

siguientes puntos.

c) E(—=2,6),F(5,6) d) G(3,4),H(3,5)

Determina si la recta l; que pasa por los puntos A y B, es paralela, perpendicular
o ni paralela ni perpendicular a la recta I, que pasa por los puntos C y D.
a) l; pasapor A(1,1) y B(4,6); [, pasa por C(0,3) y D(2,4)

b) [; pasa por A(0,0) y B(4,2); I, pasa por C(0,0) y D(2,—4)
c) I, pasapor A(1,4) y B(4,10); [, pasa por C(—2,—2) y D(1,4)
d) l; pasa por A(1,2)y B(3,6); l, pasa por C(5,10) y D(7,14)

Demuestra que los cuatro puntos A(—3,1),B(-2,5),C(2,4) y D(0,1) son los
vértices de un cuadrado y que sus diagonales son perpendiculares.

Si la pendiente de la recta l; esmy = §

a) ¢Cuadl es la pendiente de cualquier recta paralela a [;?

b) ;Cuadl es la pendiente de cualquier recta perpendicular a I;?
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Autoevaluacion y coevaluacion 1.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcidon que mejor refleje tu nivel de desempenio en el
proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 1. Responde con
honestidad a la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeio

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis compafieros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la
retroalimentacién de dudas de mis comparieros.

Interpreté el significado geométrico y contextual
de los resultados obtenidos al calcular la
pendiente de una recta y su angulo de inclinacion.
(M2-C1)

Elaboré representaciones visuales (usando
herramientas digitales) para establecer si dos
rectas son paralelas o perpendiculares. (M1-C2)

Resolvi problemas que requieren aplicar las
férmulas de distancia, punto medio y de la
pendiente de una recta. (M1-C3)

Expliqué en lenguaje matematico los
procedimientos seguidos para calcular distancias,
puntos medios y la pendiente de una recta. (M1-
C4)

Coevaluacién para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo que marque en la columna la opcién que mejor
describa tu desempefio durante el trabajo en equipo en la progresién de aprendizaje
1y, que responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con sus comparieros.

Particip6 activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuy¢ colaborativamente a la
retroalimentacion de dudas de sus compafieros.
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Interpretd el significado geométrico y contextual
de los resultados obtenidos al calcular la

pendiente de una recta y su angulo de inclinacion.

(M2-C1)

Elaboré representaciones visuales (usando
herramientas digitales) para establecer si dos
rectas son paralelas o perpendiculares. (M1-C2)

Resolvid problemas que requieren aplicar las
férmulas de distancia, punto medio y de la
pendiente de una recta. (M1-C3)

Explicé en lenguaje matematico los
procedimientos seguidos para calcular distancias,
puntos medios y la pendiente de una recta. (M1-
C4)

Nombre y firma de quien coevalta
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PA 2. La linea recta

Forma pendiente-ordenada Forma punto-pendiente
y=-3x—-4 y—5=-3(x+3)

Representacion grafica

xl_; Yy

\ 3

A

<Y

Forma general
3x+y+4=0

Analiza las diferentes formas de la ecuacion de la recta en diversos contextos, y
desarrolla modelos matematicos que utilicen relaciones entre rectas para resolver

problemas.

Metas de aprendizaje

En proceso de
logro

Bueno

Sobresaliente

M1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

M1-C2 Observa y obtiene informaciéon de una
situacion o fendmeno para establecer estrategias o
formas de visualizacién que ayuden a entenderlo.

M1-C3 Selecciona un modelo matematico por la
pertinencia de sus variables y relaciones para
explicar una situacién, fenémeno o resolver un
problema tanto tedrico como de su contexto.

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas,
descubrimientos o procesos en la soluciéon de un
problema tanto tedrico como de su entorno.

Z 0O > T 0 >» T 0 > T 0 >
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Evaluacion diagndstica 2.1
Analiza y selecciona la respuesta correcta a cada pregunta.

1. Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(3, 3) y B(6, 7).

2 3 4
2. Sila pendiente de una rectaesm = — ;, (cual es la pendiente de una recta
paralela a ella?
5 2 5
a) —3 b) : C) 2

3. Siuna recta tiene pendiente m = %, (cudl debe ser la pendiente de una recta

perpendicular a ella?
4 3 4
a) E b) Z C) - 5
4. ;Cuadl es la formula para calcular la distancia de un punto (x,, yo) a una recta

dada por la ecuacion general Ax + By + C = 0?
IA.X'O + Byo + C|

a) \/(x —x0)%+ (y — ¥0)? b) T Varigr ) [A(xo + yo) + C|

La linea recta como lugar geométrico
En geometria analitica, la linea recta se puede interpretar no solo como un trazo, sino
también como un lugar geométrico. Esto significa que la recta puede describirse
como el conjunto de todos los puntos del plano que cumplen una condicion
geomeétrica especifica.

La linea recta es el lugar geométrico de los puntos tales que tomados dos a
dos, las pendientes de los segmentos que forman son iguales.

. De la figura de la izquierda, si A,By C son tres
B puntos sobre la recta I, de acuerdo con la definicién de
, linea recta como lugar geométrico, myp = mpc = My.
X

Formas de la ecuacion de la recta

La linea recta puede ser representada mediante diferentes formas algebraicas, cada
una con sus propias ventajas segun la informacion de que se disponga o se requiera
destacar. Estas diferentes representaciones, que son equivalentes, son conocidas
como formas de la ecuacion de la recta.
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Las diversas formas de representar la ecuacion de una recta no son mas que
diferentes maneras de representar la misma informacién geométrica mediante una
ecuacion equivalente. Cada forma destaca aspectos particulares: algunas enfatizan
la pendiente y la ordenada al origen y otras la pendiente y un punto sobre la recta.

Las ecuaciones equivalentes para representar la ecuacion de una recta que
veremos son:

e Ecuacion pendiente-ordenada al origen.

e Ecuacion punto-pendiente.

e Ecuacion general.

Ecuacion pendiente ordenada al origen

Si conoces que la pendiente de la recta es m y su ordenada al origen es b, puedes
deducir la ecuacion pendiente ordenada al origen mediante el siguiente
procedimiento.

La intercepcion de la recta con el eje Y se da en el punto (0, b). Por definicion,
la pendiente es
cambio en y
" cambio en x’

expresa la relacion constante entre el cambio en y y el cambio en x. Considera ahora
un segundo punto cualquiera P(x,y) sobre la recta, como se muestra en las
siguientes figuras.

}f

Cambio en x P(x, v)

iCambio eny

Cambio en y A(0, b)
! !
_ B Cambio enx
Oi \ X / Ol X
La pendiente de una recta que pasa por los puntos A(0,b) y P(x,y) es,
y—b y—b

=m —
x—0 X

=m — y—b=mx — y=mx+b

Asi, la ecuacion pendiente ordenada al origen de la recta es, y = mx + b.

La letra m representa la pendiente de la recta:

cambio en y
cambio en x

La letra b representa a la ordenada al origen y el punto A(0, b), representa el
intercepto de la recta con el eje Y.
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Ejemplo formativo 2.1

1.

Escribe la ecuacion de la recta en la forma pendiente ordenada al origen,
sabiendo que su pendiente 2 y su ordenada al origen es 3.

Resolucion

Esto se puede hacer de dos formas, usando la féormula de la pendiente o
sustituyendo directamente en la ecuacion y = mx + b.

Método 1. Usa la formula de la pendiente.

Su intercepcion con el eje Y se da en el punto B(0, 3), entonces

y=3_, ,¥Y=3_, 3=2 2% +3
= — = — -0 = — =
x—0 X Y x Y x

Meétodo 2. Sustituye directamente en la ecuacion y = mx + b.
m=2yb =3, entoncesy = 2x + 3

Por tanto, la ecuacion pendiente ordenada al origen, con pendiente de la recta
igual a 2 y ordenada al origen 3 es, y = 2x + 3.

Cuando se tiene una ecuacion y = mx + b, es posible graficarla usando sus

dos caracteristicas principales: la pendiente y la ordenada al origen. Para hacerlo,

sigue estos pasos.

1. Ubica la ordenada al origen, b, en el plano cartesiano, como se muestra en las
figuras de la derecha. La ordenada al origen

corresponde al punto donde la recta cruza al eje Y.
Este punto llamado intercepto tiene coordenadas A0 b)
(0,b).

2. Utiliza la pendiente para encontrar un segundo ~ Ol \ X
punto. Recuerda que la pendiente m indica la razén

Cambio en x

‘Cambio en y

de cambio entre las variables: Y
_ cambio en y P, v)
cambio en x A(0, b) 'Cambio en y
A partir del punto A(0, b): Cambio en 1
e Realiza el cambio en x mediante un h / Ol X

desplazamiento horizontal (positivo hacia
la derecha o negativo hacia la izquierda).
e Luego, haz el cambio en y mediante un desplazamiento vertical
(positivo hacia arriba o negativo hacia abajo).
e Marca el punto de llegada.
3. Trazalarecta. Une el punto A(0, b) con el segundo punto que obtuviste
mediante una linea recta que se extienda en ambas direcciones.
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Ejemplo formativo 2.2

1.

Grafica la recta cuya pendiente es 2 y su ordenada al origen es —1.
4

Resolucion
La ordenada al origen es b = —1. Grafica el punto Ya
E(0,-1). :
La pendiente es m = Z. El cambio en x es un 2 /
desplazamiento de 4 unidades a la derecha y el cambio 5 )/ 4 >
en y es un desplazamiento de 3 unidades hacia arriba. ] -/,,u/ T4 X
Marca el punto de llegada y traza la recta, como se [ 7=2
muestra en la grafica de la derecha. oy
= . % Puedes utilizar Desmos para explorar de manera
interactiva el efecto de la pendiente y de la ordenada al
mEmEE % | C origen en la grafica de una recta, como se muestra en la
Figura 2.1.
- La ecuacion y = mx + b representa una recta en el
o v plano cartesiano, cuya forma grafica depende
directamente de los valores de los pardmetros
m (pendiente) y b (ordenada al origen).
16 La pendiente m determina la inclinacion de la
recta y la monotonia:
10 e S5i m>0, la recta crece de izquierda a derecha
4 (pendiente positiva).
e S5im <0, la recta decrece de izquierda a derecha
(pendiente negativa).
e Sim =0, la recta es horizontal, es decir, paralela
Figura 2.1. Efectos de las

constantes m y b en la grafica de
la linea recta.

Fuente: Elaboracion
(Desmos, 2025).

propia

Ecuacion punto pendiente

al eje X.

La constante b controla el desplazamiento
vertical de la recta.

Cuando se conoce un punto P;(x1,y;) que pertenece a una recta y su pendiente
m, es posible deducir la ecuacién punto-pendiente, mediante un procedimiento
similar al de la ecuacion pendiente ordenada en el origen.

La recta pasa por el punto P; (x4, y;) y por definicidn, su pendiente es

cambio en y
cambio en x’
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que expresa la relacion constante entre el cambio en y y el cambio en x. Considera
ahora un segundo punto cualquiera P(x,y) sobre la recta, como se muestra en las
siguientes figuras.

Y4

Cambio en x (x, y)
_|amt AR

‘Cambio en y

:Cambi : '
;Cambio en y P(x,y) |
'P(.\, W) ICambio en x

\ )E ) Ow f

Por definicion, la pendiente de una recta entre dos puntos P; (x1,¥1) y P(x,y)

es,
y—W»1
X — X

=m — y-y =mE-x)

Asi, la ecuacion punto pendiente de la rectaes, y — y; = m(x — x1).
El punto P; (x4, ;) esta sobre la recta y m representa su pendiente.

Ejemplo formativo 2.3
1. Sabiendo que una recta pasa por el punto A(—3, 5) y tiene pendiente —3:
a) Trazala grafica de la recta.
b) Determina la ecuacion punto pendiente.
¢) Transforma la ecuacion punto pendiente en la ecuacién pendiente ordenada

al origen.
Resoluciéon L Yy
a) Traza la gréfica de la recta. A X 4
Grafica el punto A(-3, 5). \]3
Usa la pendiente para determinar el segundo punto. \ 2
=cambioeny=_ =—_3 ) \ -
cambio en x 1 4 p2\o 2 |x
Del punto A(-3,5), despldzate una unidad hacia la >
derecha y 3 unidades hacia abajo. Marca el punto de Ay
llegada y traza la recta.

i

b) Determina la ecuacion punto-pendiente.
Sustituye directamente en la ecuacion y —y; = m(x — xy).
Dado que m = —3,x; = =3y y; = 5, entonces

y—5=-3(x—-(-3)) - y—5=-3(x+3).

La ecuacion punto-pendiente es, y — 5 = —3(x + 3).
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c) Transforma la ecuacion a la forma pendiente ordenada al origen.
y=5=-3(x+3) - y-5=-3x-9 — y=-3x—4

La ecuacion pendiente ordenada al origen es, y = —3x — 4.

Cuando se conocen dos puntos por los que pasa una recta, primero utiliza sus
coordenadas para calcular la pendiente. Después, sustituye el valor de la pendiente
y las coordenadas de uno de los puntos en la ecuacion punto-pendiente para obtener
la ecuacién de la recta.

Ejemplo formativo 2.4
1. Determina la ecuacidén de la recta en su forma punto pendiente, sabiendo que
pasa por los puntos A(3, 7) y B(6, 8).
Resolucion
Calcula la pendiente que pasa por los puntos A(3, 7) y B(6, 8).
8-7 1

mT6-3"3
Sustituye la pendiente m = % y un punto en la ecuacion punto pendiente, por
ejemplo A(3, 7).
y =y =mx —x)

7—1( 3
y =5z )

La ecuacion punto pendiente es, y — 7 = %(x - 3).

Ejemplo formativo 2.5

1. Un resorte se deforma 2 centimetros bajo la accion de una fuerza de 15 newtons,
si la fuerza se incrementa a 25 newtons, entonces se deforma 3§ de centimetro,
(cudl es la ecuacion pendiente ordenada al origen que representa la deformacién
que sufre el resorte en funcion de la fuerza?
Resolucion
Sea x la fuerza que acttia sobre el resorte.
Sea y la deformacioén del resorte.

Considerando que 33 = 2 de los datos se tiene la siguiente pareja de puntos
3

10
A(15,2) y 3(25,?)

Calcula la pendiente

10_, 10_6 4
3 3 3_3 _

_ _ _@Ww 4 2
"~ 25—-15 10 10 1

- (3)(10) 30 15

m

| o|°"| -
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Sustituye el valor de la pendiente y las coordenadas del punto A(15, 2) en la

ecuacion y — y; = m(x — x4).
2

2 2
y—2=E(x—15) — y—2=Ex—2 AT

g . 2
Por tanto, la ecuacién de la deformacion del resorte es, y = =X

Forma general de la ecuacion de la recta

La ecuacion general de la recta es Ax+By+C =0, siendo una de las
representaciones mas utilizadas en geometria analitica para describir una linea recta

en el plano cartesiano.

Esta forma de la ecuacion tiene las siguientes caracteristicas:

« A, By C son enteros que no tienen factor comun.

e Ay B no son simultdaneamente igual a cero.

e La ecuacion general permite representar cualquier recta en
incluyendo rectas verticales.

Cuando trabajamos con la ecuacion Ax + By + C = 0:

e SiB # 0, puedes despejar y para obtener la forma pendiente
lorigen:y = —2x =<, dondem = -2y b = —=<.
alorigen: y B B 57 B
e Si A=0, entonces B # 0, y la ecuacion se reduce a la Y
forma: y = —% = k. Su representacion grafica es una
recta paralela al eje X. O]

el plano,

ordenada

T y=k

e Si B=0, entonces A # 0, y la ecuacion se reduce a la Y
c . e
forma: x = - = k. Su representacion grafica es una

recta paralela al eje Y.

e SiC=0,A+0,B #0,laecuacion se reduce a la forma:
y=- gx, que es equivalente a y=mx. Su

representacion grafica representa una recta que pasa ¢
por el origen.
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Ejemplo formativo 2.6
1. Dada la ecuacion general recta, 3x + 5y — 15 = 0:
a) Represéntala graficamente.
b) Transférmala en su forma pendiente ordenada en el origen.
c) Calcula su angulo de inclinacion.
Resolucion
a) Represéntala graficamente.
Calcula los interceptos.

Intercepto con el eje Y. Haz x = 0,
3x+5y—-15=0 — 3(0)+5y—-15=0 — 5y—15=0 — y=3
El intercepto en el eje Y es, (0, 3).

Intercepto con el eje X. Haz y = 0,
3x+5y—15=0 — 3x+5(0)—15=0 — 3x—-15=0 — x=5
El intercepto en el eje X es, (5, 0).
Grafica los interceptos y traza la linea recta.
Y

A

“~1(0,3)
\“H

(]
=
o
b

b) Transférmala en su forma pendiente ordenada en el origen.
De la ecuacion general, despeja y
3x +5y—15=0

5y = -3x+ 15
3 15
y="5**t%
3
y=-gXx +3
La ecuacion en su forma pendiente ordenada al origen es, y = — % x+ 3.
c) Calcula su angulo de inclinacién.
La pendiente de larectay = — Ex +3,esm=— %

El angulo de inclinacién 6 de una recta esta relacionado con la pendiente

mediante la fé6rmula, tan 8 = m.

Por tanto, tan6 = — % Recuerda que, si la pendiente es negativa,
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90° < 6 < 180°
Para encontrar 6, aplica la funcion inversa de la tangente, 8 = tan~!(m). Al

ser la tangente negativa,
3
6 = 180° + tan~! (— §) — 6 =180°+ (—30.96°) — 6 = 149.04°

Por tanto, el dangulo de inclinacion es aproximadamente de 149.04°, como se

muestra en la siguiente gréfica.
YA

149.04°
X

0 -30.96°

La ecuacion general de la recta Ax + By + C = 0 se deduce a partir de la
ecuacion pendiente ordenada al origen o de la ecuacion punto pendiente. El proceso
implica igualar una de dichas ecuaciones a cero, luego multiplicar por un factor, si
es necesario, para cancelar denominadores.

Ejemplo formativo 2.7
1. Escribe la ecuacion y = gx + 5, en su forma general.

Resolucion
2 2
y=§x+5 — 3y=3(§x+5) — 3y=2x+15 — —-2x+3y—-15=0

Por tanto, la ecuacién en su forma general es, —2x + 3y — 15 = 0.
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Posiciones relativas de dos rectas en el plano

El estudio de las rectas en el plano cartesiano es importante para entender cémo se
relacionan entre si. Esta relacion depende, principalmente de la comparacion entre
sus pendientes y sus ordenadas al origen. Al analizar estas caracteristicas, es posible
determinar si las rectas son secantes, paralelas o coincidentes.

Si observas dos rectas en el mismo plano, por ejemplo, l; y l,, estas pueden

relacionarse de tres formas diferentes.

Rectas intersecantes

Rectas paralelas

Rectas coincidentes

pendientes, m; # m,. Se
cruzan en un solo punto,
punto de
interseccion. Este punto

llamado

es la solucidn del sistema
de ecuaciones que forman
ambas rectas.

pendiente (m; =m;) y
ordenada al
origen (b; # by). Nunca
se cruzan, no importa

diferente

cuanto las extendamos.
El sistema de ecuaciones
que forman no tiene

solucion.

ok . P
Y Y A f]f,. Y
™ El}_ - o ~
— _— .
P A e “‘*a\\zl I,
—_ - f___,,-""- 1 ~
0 L~ X “ol— X ‘Ol <X
Y - L}

Tienen diferentes | Tienen la misma | Tienen la misma

pendiente (m; = m;) yla

misma ordenada al
origen (b1 = by).
Comparten todos sus

puntos y son ecuaciones
equivalentes. El sistema
de ecuaciones que forman
tiene infinitas soluciones.

Comprender las posiciones relativas de dos rectas en el plano es de gran
ayuda al momento de resolver sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas: si
las dos rectas se cortan, el sistema tiene una unica solucidn; si son paralelas, el
sistema no tiene solucion; y si son coincidentes, el sistema tiene infinitas soluciones.

Existen diversos métodos para resolver un sistema de ecuaciones lineales de
dos incognitas, tres de ellos son: suma y resta, sustitucion y el de igualacion. Para
conocer cada uno de ellos, puedes ver los videos a través de los codigos QR 2.1, 2.2
y 2.3. Aqui usaremos el de suma y resta o también llamado de reduccion.
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QR 2.1. Método de reduccién. QR 2.2. Método de igualacion. QR 2.3. Método de sustitucion.
Video del profe Alex. Video del profe Alex. Video del profe Alex.
Fuente: Parzibyte, 2025. Fuente: Parzibyte, 2025. Fuente: Parzibyte, 2025.

Ejemplo formativo 2.8

1. Determina si las rectas 2x — 3y + 19 = 0 y 3x + 2y — 6 = 0 tienen una, infinitas
o ninguna solucion y con base en ello, concluye si son rectas intersecantes,
paralelas o coincidentes.

Resolucion

2x —3y+19=0 2x —3y=-19 (1)
3x+2y—6=0 Com0{3x+2y=6 2)
Elige la variable a cancelar, en este caso y.

Escribe el sistema {

Calcula el minimo comun multiplo de 3 y 2: mcm(2, 3) = 6. Esto indica que la
ecuacion (1) se multiplica por 2 y la ecuacion (2) por 3.

(2)(2x — 3y) = (2)(~19) 4x — 6y = —38
(3)Bx+2y)=(3)6) 9x+6y=18

Suma las ecuaciones obtenidas.

4x — 6y = —38
9x + 6y = 18
13x =-20
Despeja x de 13x = —20.
20
T3

Sustituye el valor de x en la ecuacion (1) y despeja y.

20 40 40
2(——)—3y=—19 — ——-3y=-19 — —3y= -19+—

13 13 13
247 40 207 207 207
o ETqy T YT Ty YT T3 T YT 39
69
— y—ﬁ
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Por lo tanto, el punto donde se cruzan las rectas es (— g, %). El sistema de

ecuaciones tiene una tnica solucion, en consecuencia, las rectas se intersecan.

Ejemplo formativo 2.9

1. Determina si las rectas 4x — 8y + 12 = 0 y x — 2y + 3 = 0 tienen una, infinitas o
ninguna solucion y con base en ello, concluye si son rectas intersecantes,
paralelas o coincidentes.

Resolucion

4x -8y +12=0
x—2y+3=0
Elige la variable a cancelar, en este caso x.

4x —8y =—12 (1)

como {x —2y = -3 2)

Escribe el sistema {

Multiplica la ecuacion (2) por —4.

4x — 8y = —12 4x — 8y = —12
(—1)(x —2y) = (-4)(=3) ~ —4x+8y=12

Suma las ecuaciones obtenidas.

4x — 8y = —12
—4x +8y =12
0=0

Observa que el resultado obtenido es 0 = 0, esto significa que el sistema de
ecuaciones tiene infinitas soluciones, por lo que las rectas son coincidentes.

Ejemplo formativo 2.10
1. Determina si las rectas 4x + 3y — 12 = 0 y 8x + 6y + 5 = 0 tienen una, infinitas

o ninguna solucién y con base en ello, concluye si son rectas intersecantes,
paralelas o coincidentes.

Resolucion
4x+3y—12=0
8x+6y+5=0

4x+3y =12 (1)

como {8x +6y=-5 (2

Escribe el sistema {

Elige la variable a cancelar, en este caso x.

Multiplica la ecuacién (1) por —2.

(=2)(4x + 3y) = (-2)(12) —8x — 6y = —24
ﬁ
8x + 6y = =5 8x + 6y = =5

Suma las ecuaciones obtenidas.
—8x — 6y = —-24
8x + 6y = -5
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0=-29
El resultado obtenido es 0 = —29, lo cual es una contradiccion. Esto significa que
el sistema de ecuaciones no tiene solucidn, por tanto, las rectas son paralelas.

Distancia de un punto a una recta
En geometria analitica, una de las nociones mds importantes al estudiar la posicion
relativa en el plano entre un punto y una recta, es la distancia minima entre ellos.
Esta distancia, d, se entiende como el YA
segmento mas corto que puede trazarse desde
el punto P;(x;,y;) alarecta Ax + By+C =0, d .-
y corresponde al segmento perpendicular a la P ) Av+By+C=0
recta y que pasa por el punto P;(xy,y;), tal

como se muestra en la grafica de la derecha. o) \

= |

La distancia d del punto P;(x;,y;)a la recta Ax + By + C = 0 se calcula

mediante la formula
d= |Ax; + By, + C|

VAZ 1 B2

Ejemplo formativo 2.13
1. Determina la distancia del punto P(4,3) alarecta 3x —4y +5 = 0.
Resolucion
Identifica los valores.
De P(4,3):x; =4,y, =3
De3x—4y+5=0:A=3,B=—-4y(C=5
Sustituye los valores en la férmula,
g |Ax; + By, + C|

VAT 1 B
L_B® o+l _12-12+5_ Is] 5 _
TNENT Jo+16 V25 5

Por tanto, la distancia del punto P(4, 3) ala recta 3x — 4y + 5 = 0, es una unidad.
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Evaluacion formativa 2.1

1. Escribe la ecuacion de cada recta en la forma pendiente ordenada al origen y
traza su grafica, utilizando los siguientes valores de m y b.
aym=4,b=1 bym=-1,b=0 cm=3/5b=—-4 dym=0,b=-2

2. Determina la ecuacion de la recta cuya ordenada al origen es -5 y su angulo de
inclinacion es de 135°.

3. Una empresa de mantenimiento de paneles solares cobra $200 por la inspeccion
inicial del sistema y $40 por cada visita mensual de limpieza posterior. La
siguiente grafica muestra el costo total en funcién del numero de visitas de
mantenimiento.

YA
600

400 L4
AT

200

-

0l 24681012

a) Escribe una ecuacion en la forma pendiente ordenada al origen que modele
el costo total en términos del numero de visitas.

b) Explica que representan la pendiente y la ordenada al origen en el contexto
del problema.

c) Calcula el costo total para la visita de mantenimiento namero 19.

4. Traza la grafica de la recta, determina su ecuacion en forma punto-pendiente y
transférmala a la forma pendiente ordenada al origen, considerando que la recta
tiene la pendiente m y pasa por el punto dado.

a) m = 0, pasa por el punto A(3,5).
b) m = 4/7, pasa por el punto B(0,12).
c) m = —5, pasa por el punto C(—4, —2).

5. Determina la ecuacion punto pendiente de la recta que pasa por los pares de

)

puntos indicados.
a) AQ2,1/2)y B(3,-4) byc(53)yo (s 3) 9E(3-1)yF(2

6. Dada la recta que pasa por (2, 5) con pendiente m = 3, escribela en:
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Forma pendiente—ordenada:

Forma punto—pendiente:

Forma general:

Explica a un compafiero como pasaste de una forma a otra.

. Dadas las siguientes rectas: y = 2x + 3, y = —%x + 5, determina:

a) Sison paralelas, perpendiculares o secantes.

b) Si se cruzan, encuentra el punto de interseccion.

c) Representa las dos rectas en una grafica.

d) Imagina que estas rectas son calles, ;como afectaria el trafico si fueran
paralelas? ;y si se cruzaran?

. Determina los puntos donde se intersecan los siguientes pares de rectas.
{ 5 =-3y—1=0
) 4x —5y+32=0
b { 2x+3y—1=0
) 18x +12y —4 =0
{ 2x+y—5=0
2x+y—10=0

. Un edificio estd en el punto (3, 4) y una calle est4 representada por la ecuacion

2x—3y+6=0.

a) Calcula la distancia minima del edificio a la calle usando la féormula:
g |Ax; + By, + C|

VAZ + B2

b) Sila distancia minima de seguridad es 5 m, ;el edificio cumple con la norma?
c) Dibuja la situacion.
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Autoevaluacion y coevaluacion 2.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcidon que mejor refleje tu nivel de desempenio en el
proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 2. Responde con
honestidad a la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeio

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis compafieros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la
retroalimentacién de dudas de mis comparieros.

Apliqué procedimientos algoritmicos para
transformar ecuaciones de la recta entre sus
distintas formas (pendiente-ordenada, punto-
pendiente y ecuacién general). (M1-C1)

Identifiqué las caracteristicas clave de una recta
(pendiente, intersecciones, ordenada al origen) en
representaciones graficas. (M1-C2)

Calculé la distancia de un punto a una recta. (M1-
C3)

Expliqué a mis comparieros los pasos seguidos
para deducir si dos rectas se intersecan, son
paralelas o coinciden. (M2-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo que marque en la columna la opcidén que mejor
describa tu desempefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje
2y, que responda con honestidad la evaluacién de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeiio

Propici6 un clima de comunicacién favorable para
el aprendizaje con sus compaferos.

Participd activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuy¢ colaborativamente a la
retroalimentacion de dudas de sus comparfieros.

Aplico procedimientos algoritmicos para

transformar ecuaciones de la recta entre sus
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distintas formas (pendiente-ordenada, punto-
pendiente y ecuacién general). (M1-C1)

Identifico las caracteristicas clave de una recta
(pendiente, intersecciones, ordenada al origen) en
representaciones graficas. (M1-C2)

Calculé la distancia de un punto a una recta. (M1-
C3)

Explicé a sus comparieros los pasos seguidos para
deducir si dos rectas se intersecan, son paralelas o
coinciden. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalta
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PA 3. La circunferencia

P(x, y)

(x—m?+@-K?=r?
x> +y*+Dx+Ey+F=0

Donde D = —2h, E = =2k y F = h®> + k? — r?

Analiza las propiedades de la circunferencia y formula aplicaciones que utilicen

estas propiedades en campos como la astronomia o la navegacion.

Metas de aprendizaje

En proceso de
logro

Bueno

Sobresaliente

M1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

M1-C2 Observa y obtiene informaciéon de una
situacion o fendmeno para establecer estrategias o
formas de visualizacién que ayuden a entenderlo.

M1-C3 Selecciona un modelo matematico por la
pertinencia de sus variables y relaciones para
explicar una situacién, fenémeno o resolver un
problema tanto tedrico como de su contexto.

Z 0 » | 0 »[Z 0 »
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Evaluacion diagndstica 3.1

Analiza y selecciona la respuesta correcta a cada pregunta.

1. ¢Cual es la ecuacion de la recta escrita en forma punto-pendiente que pasa por el

punto Q(2, —3) y tiene pendiente m = 1/2?

a) y—3=_(x—2) b)y—2=2(x+3) )y +3=-(x—2)

2. Si una recta tiene pendiente m = —3/4, ;cudl es la pendiente de una recta

perpendicular a ella?

3 4
a)m=Z b)m=_—3

4
C)m—g

3. ;Cuadl es el resultado de desarrollar el binomio al cuadrado (2x — 5)??
a) 4x*—10x+ 25 b) 4x% — 20x + 25 ) 4x? + 20x + 25

4. ;Cuél es la factorizacién del trinomio cuadrado perfecto 9x% + 12x + 4?

a) (3x + 2)? b) (3x + 4)?

) (9x + 2)2

5. ¢Cudl es el término que completa a la expresion x% + 10x para que sea un

trinomio cuadrado perfecto?
a) 5 b) 25

Elementos de la circunferencia

Un parque circular tiene un reloj solar
instalado exactamente en su centro, el cual esta
ubicado en el punto (€(0,0) del plano
cartesiano, que representa un croquis del
parque, como se muestra en la figura de la
derecha. Si la distancia desde el centro del reloj
hasta la orilla del parque es de 5 metros, ;cual
es la ecuacion que representa el contorno del
parque?

En el marco de la geometria analitica, el
estudio de las figuras geométricas se traslada al

plano cartesiano, permitiendo describirlas y analizarlas
a través del lenguaje algebraico. Entre estas figuras
destaca la circunferencia, una curva cerrada y simétrica

con respecto a su centro.

La circunferencia se define como el lugar
geométrico de todos los puntos del plano que
equidistan de un punto fijo llamado centro. El centro se

c) 100

. Contorno
.del parque
\ parq




denota como C(h, k) y la distancia de cualquier punto P(x,y) de la circunferencia al
centro C(h, k), eslalongitud del radio, r, como se muestra en la grafica de la derecha.

Ecuacion ordinaria de la circunferencia

Para determinar la ecuacion de una circunferencia a partir de su lugar geométrico
formado por todos los puntos del plano que se encuentran a una misma distancia
r de un punto fijo C(h, k), llamado centro, sea P(x, y) un punto que pertenece al lugar
geométrico.

La distancia entre P(x,y) y el centro C(h, k) es igual a r. Es decir,
|CP| =71

Ja-m2+@-k?=r
Elevamos ambos lados al cuadrado para cancelar la raiz cuadrada.
2
(Vo= +G-1?) =12 - @-m2+@-k?=r2

Esta ecuacion describe el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y) cuya

distancia al centro es constante. ‘
Y h
A la ecuacién (x — h)? + (y —k)? =12 se le llama Y

ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro fuera
del origen. Como caso particular, si el centro se encuentra <

. (g . . Y x
en el origen, como en la grafica de la derecha, es decir, <(©,0) X

C(0,0), la ecuacion se simplifica a

x4+ y2 =12 v

y se llama, ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en el origen.

Ejemplo formativo 3.1
1. Determina la ecuacién ordinaria de la circunferencia con centro en el origen y
radio r = /5.
Resolucion
El centro esta en el origen: C(0, 0).
El radio es, r = /5.

., 2
La ecuacién es de la forma x? + y? = 12, entonces x? + y? = (V/5) .
La ecuacién ordinaria de la circunferencia es, x? + y? = 5.
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Ejemplo formativo 3.2
1. Grafica la ecuacion de la circunferencia 4x2 + 4y? = 25.
Resolucion
Para graficar la ecuacion de la circunferencia hay que calcular las coordenadas
del centro y su radio.
Transforma la ecuacion 4x2 + 4y? = 25 en su forma ordinaria.

4x% + 4y? =25
4(x? +y%) =25 Y4
x* +y* = % )e:‘\
Donde t cd o)
™ ¢ >
, 25 25 V25 5 25 3 (0,0) —2%—2 T 225 x
= — — = |—=——=—= /. . =1
T "Tle Tz 2 y e :
La grafica de la ecuacion de la circunferencia 257

4x? + 4y? = 25, se muestra a la derecha.

Ejemplo formativo 3.3
1. Una fuente circular esta construida en el centro de una plaza. Para representar el
plano de la plaza en un croquis digital, se toma el centro de la fuente como el
origen del sistema de coordenadas. Se sabe que el didmetro de la fuente es de 8
metros. jCuadl es la ecuacion ordinaria que representa el contorno de la fuente?
Resolucion
El centro esta en el origen: C(0, 0).
El didmetro mide 8 metros, por lo que el radio, r, mide 4 metros.
La ecuacion es de la forma x? + y? = r2, entonces x? + y? = 42,
La ecuacion ordinaria que representa el contorno de la fuente es, x* + y* = 16.

Después de haber estudiado la ecuacion de la circunferencia con centro en el
origen, es momento de ampliar esta nociéon y explorar una representacion mas
general: la ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro fuera del origen,
denotado como C(h, k).

x-m?+ @ -k?=r?

Al desplazar el centro de la circunferencia del origen del sistema de
coordenadas a un punto arbitrario, la estructura de la ecuacion cambia ligeramente,
pero conserva su esencia: representa un conjunto de puntos cuya distancia al centro
es constante.

En la ecuacién ordinaria de la circunferencia (x —h)? + (y — k)? =1r?,
intervienen tres constantes: h, k y r. Estos representan, las coordenadas del centro
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(h es la abscisa y k la ordenada) y r el radio de la circunferencia. Para determinar
esta ecuacion, es necesario conocer el valor de estas tres constantes, ya que definen
por completo su posicion y tamarno en el plano cartesiano.

Puedes usar la aplicaciéon Desmos en tu celular, para estudiar el efecto que
surten las constantes h, k y r en la grafica de la circunferencia, como se muestra en
la Figura 3.1. Estas constantes determinan la posicion y el tamafo de la
circunferencia en el plano cartesiano.

= F El efecto de la constante h sobre la grafica es un
1 & desplazamiento horizontal:
e Sih > 0,lacircunferencia se desplaza hacia la derecha.

. e Si h<0, la circunferencia se desplaza hacia la
izquierda.
A N Aunque en la expresion (x —h)?, h aparece con
+ - & ¥ signonegativo, el valor de la abscisa del centro C(h, k) es
R
D het El efecto de la constante k sobre la grafica es un
Y ., desplazamiento vertical:
® k=2 e Sik > 0,lacircunferencia se desplaza hacia arriba.
10 = v o Sik < 0,lacircunferencia se desplaza hacia abajo.
r=29

Aunque en la expresiéon (y — k)?, k aparece con
Figura 31 Efectos de las SigNo negativo, el valor real de la ordenada del centro

constantes h, k y r en la C(h,k)esk.
grafica de la circunferencia.

. . La constante r representa la distancia constante
Fuente: Elaboracién propia ) ) .
(Desmos, 2025). desde el centro de la circunferencia hasta cualquiera de
sus puntos. Controla directamente el tamafio de la
circunferencia:
e Sir aumenta, la circunferencia incrementa su tamano.

e Sir disminuye, la circunferencia disminuye su tamafio.

Como r aparece al cuadrado en la ecuacidon de la circunferencia, este valor
siempre debe ser no negativo, ya que representa el cuadrado de una distancia. En el
contexto del plano cartesiano real, una distancia (y por tanto el radio) no puede ser
negativo. Recuerda que el radio de la circunferencia se calcula como

r=\/(x—h)2+(y—k)2.
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Determinar la ecuacion ordinaria de la circunferencia conociendo las coordenadas
del centro y su radio
Si conoces el centro C(h, k) de una circunferencia y su radio,

7, puedes determinar la ecuacion ordinaria de la
circunferencia, sustituyendo directamente los valores de h,
k y r en la ecuacién (x—h)*+ (y—k)*=r? vy asi
graficarla, como se muestra en la figura de la derecha.

Ejemplo formativo 3.4
1. Determina la ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en C(—4,5) y
radio 5, luego graficala.
Resolucion
El centro de la circunferencia es C(—4,5) y r = 5.
Observa que h = =4y k = 5.
La ecuacion es (x — (—4))? + (y — 5)% = 52, es decir, (x + 4)? + (y — 5)% = 25.

Para graficar la circunferencia:
Paso 1. Grafica el centro de la circunferencia en C(—4,5).
Paso 2. A partir del centro, traza varios puntos

que estén a 5 unidades de distancia del mismo. ’_._h% 1‘0“} '
Puedes moverte 5 unidades a la derecha y a la

izquierda a lo largo de la recta y =35,

obteniendo los puntos (=9,5) y (1,5); y [ - \
también puedes moverte 5 unidades hacia _—.. = : E, - '—
arriba y hacia abajo alo largo de larecta x = —4, X /
obteniendo los puntos (—4,10) y (—4,0). 1T
Luego, une los puntos con una curva suave. 0 H“““_; * 0] %

La grafica de la circunferencia con centro en
C(—4,5) y radio r = 5 se muestra a la derecha.

Determinar la ecuacion ordinaria de la circunferencia conociendo las coordenadas
del centro y de un punto sobre la circunferencia

YA
Si conoces el centro y un punto sobre la circunferencia, «—, o,
como se muestra en la figura de la derecha, puedes usar [ ‘\l X
la distancia entre el centro C(h,k)y el punto P;(xq,y1) ln *c, k) /
para determinar la longitud del radio. /"'J
r= \/(xl —h)2 + (y; — k)? P, y) — |
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Luego, puedes sustituir los valores de h, k y r en la ecuacion

(x—h)?+ (y—k)?=r2

Ejemplo formativo 3.5

1. Determina y grafica la ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en
C(—1,—1) y que pasa por el punto Q(5, —5).
Resolucion
El centro de la circunferencia es C(—1,—1).
Determina el radio calculando la distancia entre los puntos C(—1,—-1) y Q(5,—5),
mediante la formula

r=y(x—h?+ 1 - k)?

Parah = -1,k = —1,x; = 5y y;, = =5, tienes que
r = J(s D)+ (=5 - (=)
=J(GE+1D2+(-5+1)2

= 67+ (—4)? S 1.

o

Y

|—5 N 5.I|
=436 + 16 \ [T TTTTI] /
= V52 \\\ ’//

Por lo que la ecuacién ordinaria de la circunferencia es e
2
(= (1) + oy = (-1))* = (V52)

(x+12+(y+1)2=52
Su grafica se muestra a la derecha.

Determinar la ecuacion ordinaria de la circunferencia conociendo las coordenadas
de los puntos extremos de su diametro

También puedes determinar la ecuaciéon ordinaria de la
circunferencia conociendo los puntos extremos del didmetro,
como se muestra en la figura de la derecha. Por ejemplo, si
los puntos extremos del didmetro son: P(x1,y1) v Q(x2,¥2),
el didmetro lo puedes calcular mediante

dpo = \/(xz —x1)%+ (2 —y1)%

En este caso, el radio de la circunferencia es igual a la
mitad de su diametro, r = dpg /2.
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Las coordenadas del centro de la circunferencia, C(h, k), las puedes obtener
hallando las coordenadas del punto medio del didmetro.

X1+ X3 Y1t
h = k =
2 7 2

Ejemplo formativo 3.6
1. Determina y grafica la ecuacidon ordinaria de la circunferencia cuyos puntos
extremos de su diametro son P(2,6) y Q(0, —4).

Resolucion
Usa la formula de la distancia entre dos puntos para hallar la longitud del
didmetro, sabiendo que x; =2, y; =6, x, =0y y, = —4.

d=(x; —x)? + (y; —y)? =(0—2)2+ (=4 - 6)? = /22 + (-10)?
=4+ 100 = V104

2
Por lo que la longitud del radio es r = Viod yr?= (@) =12 _ 2.
2 2 4
Calcula las coordenadas del centro de la circunferencia
X +x, 240 2
h = = = —_—= 1 YA |
2 2 2 [ A = _
PEPEEN
gty 044 6-4 TN
2 2 T2 .

A\

_2_1
=5 = e
1
|

5

[

0 i
En consecuencia, las coordenadas del centro son C(1, 1). \ [T T/
NC A

La ecuacion de la circunferencia solicitada es EERNS 3%
(x—1)%2+(@y—-1)?%2=26 Cr g
La grafica se muestra en la figura de la derecha.

Determinar la ecuacion ordinaria de la circunferencia conociendo las coordenadas
del centro y la ecuacion de la recta tangente

También es posible determinar la ecuacion ordinaria de una circunferencia cuando
se conoce su centro C(h, k) y la ecuacion de una recta tangente a ella, de la forma
Ax + By + C = 0. En este caso, la distancia entre el centro y la recta tangente
corresponde al radio de la circunferencia. Una vez calculado dicho radio, se
sustituyen las coordenadas del centro C(h, k) y del radio r en la ecuacion:

x-m?+ @ -k?=r?
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Una tangente a una circunferencia es una recta en el
plano que interseca a la circunferencia en un tnico punto.
Este punto de contacto se denomina punto de tangencia.

. . . Punto de tamgencia
Una propiedad de la tangente a una circunferencia ,
es que es perpendicular al radio trazado desde el centro ¥,
de la circunferencia hasta el punto de tangencia. \ |

Para calcular el radio, hay que determinar la <

distancia entre el centro C(h,k) y la ecuacién de la recta / - \O
tangente, Ax + By + C = 0. Esta distancia se obtiene

mediante la formula de la distancia de un punto a una recta.
_|Ah+ Bk +C|

VAT 1 B?

r

Ejemplo formativo 3.7

1. Halla la ecuacién ordinaria de la circunferencia con centro en C(3,5), sabiendo
que la recta, 5x — 3y + 15 = 0 es tangente a ella.
Resolucion

El centro de la circunferencia es C(3,5), h =3y k = 5.
La ecuacion de la recta tangente es 5x —3y + 15 =0,
A=5B=-3y(C=15.

Calcula el radio mediante la formula
B |Ah + Bk + C| B [(5)(3) + (—3)(5) + 15|

r

_ VAZ + B2 J5% + (=3)2

X |15-15+15] |15 15
V25 +9 V34 /34
2

Sustituye h=3,k=5yr = % en la ecuacion (x — h)? + (y — k)? = r2.

15\°
(x—3)2+(y—-5)?%= (—) ,entonces la ecuacion solicitada es

V34
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225
— 3)2 )2 —
x=3)+w-5) 34

Ecuacion general de la circunferencia
La forma general de la ecuacién de la circunferencia es x* + y* + Dx + Ey + F =0,
donde D, E y F son constantes. Esta ecuacion se obtiene al desarrollar los binomios
al cuadrado e igualar a cero la ecuacién ordinaria de la circunferencia
(x —h)? + (y — k)? = r2, como se hace a continuacion.
(x—h)?*+ @ —-k)?=r?
x2 —2hx + h? + y? = 2ky + k? = r?
x?+y%—2hx —2ky + h* +k* —r? =0
x> +y2+Dx+Ey+F=0
Donde D = —2h, E = =2k y F = h* + k? —r?,

En la ecuacién general de la circunferencia x* + y2 + Dx + Ey + F = 0,
intervienen tres constantes: D, E y F. Para determinar esta ecuacion, es necesario
conocer su valor.

Usa la aplicacion Desmos en tu celular, para estudiar el — 3
efecto que surten las constantes D, E y F en la grafica de la /—\ s
circunferencia, como se muestra en la Figura 3.2. ¥ gl
+ - 8 Y
N 2424 Dzt By+F
Figura 3.2. Efectos de las constantes D, E y F :: D=6
en la grafica de la circunferencia. = ;:2

Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

0

-10

w;@"

F=-3

-10

Ejemplo formativo 3.8
1. Determina la ecuacidon general de la circunferencia a partir de la ecuacion
ordinaria (x + 4)% + y? = 3.
Resolucion
(x+4)?2+y2=3
x?2+8x+ 16 +y? =3 Desarrolla el binomio
x> +y*+8x+16—-3=0 Igualaa cero
x?+y?+8x+13=0 Simplifica
La ecuacion general de la circunferencia es x? + y% + 8x + 13 = 0.
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También, a partir de la ecuacion general de la circunferencia,
x2+y?+Dx+Ey+F =0,
puedes obtener su ecuacién ordinaria (x — h)? + (y — k)? = r2, usando el método
conocido como completando el trinomio cuadrado perfecto.

El método de completar el trinomio cuadrado perfecto consiste en partir de
una expresion de la forma a? + 2ab y completar el trinomio cuadrado perfecto
a*? + 2ab + b?, para poder factorizarlo como el cuadrado de un binomio, (a + b)?,

de modo que:
a’ + 2ab + b? = (a + b)?.

Ahora, para obtener la ecuacion ordinaria de la circunferencia partiendo de
la ecuacion general, x* + y* + Dx + Ey + F = 0, agrupa los términos que tienen la
misma variable y transpdn la F.

(x> +Dx) + (y> + Ey) = —F
Para completar el cuadrado de una expresion de la forma x? + Dx, se le suma
2 2
el término (g) . Lo mismo se hace para y? + Ex, se le suma el término (g) . En este

caso, dado que tenemos una ecuacion, se le suman en ambos lados de la igualdad
para mantener la equivalencia.

(20 () )+ (e rmre () )= (3) < (3)

Factoriza los trinomios

(43) +(+5) =+ +(3) + ()

Dy? E\? D* E?
(45) +(r3) =-Feg+g
Luego, haz
h:—g’kz—gyrzz—F-FD_z_'.E_z
2 2 4 4

En consecuencia, se obtiene la ecuacién ordinaria de la circunferencia,
(x—h)?+ @ -k?=r2
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Ejemplo formativo 3.9

1. Determina la ecuacion ordinaria de la circunferencia a partir de la ecuacion
general x* + y? + 6x + 2y + 6 = 0.
Resolucion

x2+y*+6x+2y+6=0
x*+6x+y*+2y=-6
(x* +6x) + (y*+2y) =—6

6\> 2\? 6\%  /2\*

2 - 2 - — _ Z

<x +6x+(2)>+<y +2y+(2)> 6+<2> +(2)
(x2+6x +3)+(@?+2y+13)=-6+9+1

(x+3)+@+1*=4

‘ La ecuacién ordinaria de la circunferencia es (x + 3)? + (y + 1)? = 4.

Para saber mas: la circunferencia que pasa por tres puntos.
Existe un caso interesante en geometria analitica que consiste en determinar
la ecuacion de una circunferencia que pasa por tres puntos no colineales del plano.

Resolver este problema implica plantear un sistema de ecuaciones a partir de

la ecuacion general de la circunferencia y sustituir las coordenadas de los tres puntos
para obtener los valores de las constantes desconocidas.

Si te interesa explorar sobre este tema, puedes investigar como se aplica un
sistema de tres ecuaciones lineales con tres incdgnitas para deducir la ecuacion

general de la circunferencia a partir de tres puntos dados. En el codigo QR 3.1
puedes ver un video sobre este tema.

QR 3.1. Ecuacion de la circunferencia conociendo 3 puntos. Video profe Alex.
Fuente: Parzibyte, 2025.
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Recta tangente a una circunferencia
Para determinar la ecuacion de la recta tangente a una circunferencia en un punto
dado, se necesita conocer:
e Laecuacion de la circunferencia (en su forma ordinaria o en su forma general)
para obtener las coordenadas del centro, C(h, k).
e El punto de tangencia P(x,,Yo), que junto con las coordenadas del centro se
calcula la pendiente de la recta tangente.

Con los puntos C(h, k) y P(xq,¥,), calcula la
pendiente de la recta r que pasa por dichos puntos,
como se muestra en la figura de la derecha.

— Yo — k

T oxg—H

Luego, halla la pendiente de la recta
tangente, denotada por t en la figura de la derecha,
recuerda que la recta tangente es perpendicular al

radio, asi que m, - m, = —1, de donde
1
mey=——.
t m,

Por altimo, usa la ecuacién de la recta punto-pendiente y sustituye en ella, las
coordenadas del punto de tangencia P(x,,y,) y la pendiente m,, para obtener la
ecuacion de la recta tangente

Y — Yo = my(x — xo).
La cual puede expresarse en la forma pendiente ordenada al origen

y = myx + b,donde b = y, — m;x,.

Ejemplo formativo 3.10
1. Determina la ecuacion pendiente ordenada al origen de la recta tangente a la
circunferencia dada por (x —2)% + (y — 3)?> = 18 en el punto P(5, 6).
Resolucion
El centro de la circunferencia es C(2,3), dedonde h = 2y k = 3.
El punto de tangencia es P(5,6), de donde xo = 5y y, = 6.
La pendiente de la recta que pasa por los puntos €(2,3) y P(5, 6), es
Yo—k 6-3 3
M = e —h 5-2 3 1
La pendiente de la recta tangente en el punto P(5, 6), es

__1_ 1
T T, T 1T
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Por altimo, la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia en el punto P (5, 6)
se determina mediante la ecuaciéon

y — Yo = my(x — xo)

y—6=—-1(x—5)

y—6=—-x+5
y=—-x+5+6
y=-x+11

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia
‘ (x —2)*+ (y—3)* =25enel punto P(5,6), esy = —x + 11.

Evaluaciéon formativa 3.1

1. Determina lo que se te pide a partir de la informacion dada en la siguiente
circunferencia.

a) 4“Y | b) pY

|
“la 7? 2 1 1 2 }t A
\ _1 / _3
N 5
—4" - L
Centro: Centro:
Radio: Radio:

2. Determina y grafica la ecuacion de la circunferencia que tiene centro en el origen
y:

a) Radioigual a 1/3.

b) Didmetro igual a 10.

c) Pasa por (=5, 6).

d) El didmetro tiene como puntos en sus extremos a (3,0) y (=3, 0).
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. Determina y grafica la ecuacion ordinaria de la circunferencia dadas las

siguientes condiciones:

a) Elcentroes C(—2,—6)yelradioesr = V5.

b) El centro es C(—4,—1) y pasa por el punto P(1,2).

c) El didmetro tiene como coordenadas en los puntos extremos A(5,8) y
B(-3,-6).

. Determina la ecuacién ordinaria de la circunferencia que corresponde a cada una
de las siguientes graficas.

a) YA - b) s AY
A RN
// \\ 5 L1 ™~
< n > /
/10 5 [\ X 7 \
¢ EEEIREEY NN
\ / N /
N / Y v
— - 2 I~ 1
=5 N P i
Y

. Determina la ecuacion general de la circunferencia a partir de las siguientes
ecuaciones ordinarias.

a) x2+y?=81 b) (x —2)2+ (y+3)2=20

Qx4+ (y+2)?2=16 d(x-52%+@-4)?%=1

. Determina la ecuacion ordinaria de la circunferencia a partir de su ecuacién

general.
a)x?+y*+6x—7=0 b)x* +y? —7x—4y =0
Ox2+y2—x+2y—1=0 d)3x2+3y?—12x+ 6y +18=0

. Determina la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia dada en el punto
A.

a) (x—3)2+(y+1)?2=13;A4(6,-3)

b) x2 + y2 + 2x — 16 = 0; A(0,4)
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Autoevaluacion y coevaluacion 3.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcidon que mejor refleje tu nivel de desempenio en el
proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 3. Responde con
honestidad a la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeio

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con mis compafieros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la
retroalimentacién de dudas de mis comparieros.

Determiné la ecuacion de la recta tangente a una
circunferencia. (M1-C1)

Utilicé aplicaciones digitales (como Desmos) para
visualizar el efecto de los parametros h, k y r en la
grafica de la circunferencia. (M1-C2)

Justifiqué la eleccion de una ecuacion (forma
ordinaria o general) segtin los datos disponibles
(centro y radio, punto y tangente, extremos del
diametro, etc.). (M1-C3)

Coevaluacién para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo que marque en la columna la opcién que mejor
describa tu desempefio durante el trabajo en equipo en la progresién de aprendizaje
3y, que responda con honestidad la evaluacidon de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeiio

Propici6 un clima de comunicacién favorable para
el aprendizaje con sus comparieros.

Participd activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuy¢ colaborativamente a la
retroalimentacion de dudas de sus compafieros.

Determino la ecuacion de la recta tangente a una
circunferencia. (M1-C1)
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Utiliz6 aplicaciones digitales (como Desmos) para
visualizar el efecto de los parametros h, k y r en la
grafica de la circunferencia. (M1-C2)

Justifico la eleccidén de una ecuacion (forma
ordinaria o general) segtin los datos disponibles
(centro y radio, punto y tangente, extremos del
diametro, etc.). (M1-C3)

Nombre y firma de quien coevalta
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PA 4. La parabola

Y A
[
Qh—-p k)
Directriz
x=h-p,p>0
ol X

y2+Dx+Ey+F=0

Eje de simetria paralelo al eje X

(y — k)? = 4p(x — h), donde p > 0

, DondeD = —4p, E = -2k y F = k? + 4ph

Evaluta el impacto de los cambios en los parametros de la ecuacion de la parabola
en su forma y posicion, y disefia aplicaciones practicas que utilicen las

propiedades unicas de la pardbola en contextos de ingenieria o fisica.

Metas de aprendizaje

En proceso de
logro

Bueno

Sobresaliente

M1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

M1-C2 Observa y obtiene informaciéon de una
situacion o fendmeno para establecer estrategias o
formas de visualizacién que ayuden a entenderlo.

M1-C3 Selecciona un modelo matematico por la
pertinencia de sus variables y relaciones para
explicar una situaciéon, fendmeno o resolver un
problema tanto tedrico como de su contexto.

M2-C4 Socializa con sus pares sus conjeturas,
descubrimientos o procesos en la soluciéon de un
problema tanto tedrico como de su entorno.

Z 0 » | T O >»| T 0 > 0O »
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Evaluacion diagndstica 4.1
Analiza y selecciona la respuesta correcta a cada pregunta.

6. ;Cual es el resultado de desarrollar el binomio al cuadrado (3x + 4)2?
b) 9x% + 12x + 16 b) 9x?% + 24x + 16 C) 6x% + 24x + 8

7. ¢Cual es la factorizacion del trinomio cuadrado perfecto 16x* — 40x + 25?

b) (4x — 5)? b) (8x — 5)2 o) (4x - g)z

8. Dada la expresion x? — 14x, ;cudl es el término que completa el trinomio
cuadrado perfecto?
b) 196 b) -7 c) 49

Elementos de la parabola

Una empresa de telecomunicaciones quiere disefiar
una antena para captar sefiales de un satélite. El disefio
debe garantizar que todas las sefales que llegan en
linea recta al plato parabdlico reboten y se concentren
en un unico punto, donde se coloca el receptor. El
ingeniero a cargo explica que la forma parabdlica es
ideal para este proposito, porque tiene una propiedad
geométrica muy especial.

Para que el disefio sea eficiente, es necesario
entender qué condiciones debe cumplir la curva del
plato reflector, como se muestra en la figura de la
derecha.

(Qué propiedad geométrica debe cumplir una antena para que todas las
ondas que inciden sobre su superficie se reflejen hacia el receptor fijo?

d=d,
Una parabola, como se ilustra en la figura de la \

derecha, es el conjunto de puntos que equidistan de un \ /

punto fijo, llamado foco que se denota como F, y de una . q, /

recta fija, llamada directriz. Sea P un punto ubicado a, N\ -..FC?/

sobre la parabola y Q un | punto sobre la directriz, de tal e T Directris
forma que el segmento PQ es perpendicular a la directriz. < = >

Los puntos P, Q y el foco deben satisfacer que la distancia
d; seaigual a d,.
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En una parabola, el eje de simetria o eje focal, es la recta perpendicular a la
directriz que pasa por el foco. El eje de simetria se usa para identificar si una
parabola es vertical o horizontal. Si el eje de simetria es paralelo al eje X, la parabola
es horizontal. Si es paralelo al eje Y, entonces la parabola es vertical, como se muestra
en las siguientes figuras.

Parabola horizontal con eje de simetria | Parabola vertical con eje de simetria
paralelo al eje X paralelo al eje Y
_ AY Directriz = 4 LY
-E P O
] — e
= -~ / “']—0\\
™ k=] I
~ |, / Foco /2 \
«-H{-0--co----4 = /[ El \
\ Eje de simefria / iz \
N\ -1
N v,
- ~ . « ) .
olXx v olx
\ £ ,
J oL ’ \ = /
El vértice de la pardbola, que se representa con N B /
. \ ! /
laletra V, es el punto de la curva donde esta se interseca \ 2! - }Y
. . , . \ T $roC
con el eje de simetria, como se muestra en la figura de \\i
vV Srtice . -
la derecha. y ' Directriz
O, v X

Como ya sabes, hay pardbolas horizontales y verticales. Las pardbolas
verticales abren hacia arriba o hacia abajo. Las parabolas horizontales abren hacia la
derecha o hacia la izquierda. Para identificar hacia donde abre una parabola, debes
conocer el valor de la distancia dirigida del vértice al foco, que se denota como p,
como se muestra a continuacion.
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Parabolas horizontales

Si p<0, la pardbola abre hacia la|Si p >0, la parabola abre hacia la
izquierda. derecha.
Ay .N Directriz AY
g
=
Q :
Foco Verfice
L] L J
Vertice Foco
e X « \
\i Ol X

Parébolas verticales

Sip < 0, la pardbola abre hacia abajo. | Si p > 0, la pardbola abre hacia arriba.
Directriz AY YA
Veértice
*Foc
eTUCe Directriz
-« > 0 ¥ )E
© Y X

La distancia dirigida incorpora la nocion de direccidon u orientacion entre sus
puntos. Esto significa que se toma en cuenta la diferencia de posiciones entre los
puntos a lo largo de los ejes X y Y, respetando el orden en que se presentan las
coordenadas, como se muestra en el video del codigo QR 4.1.

= QR4.1. Distancia dirigida. Video MatCoddigo.
Fuente: Parzibyte, 2025.
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La distancia no dirigida (distancia) del vértice al foco es |p|, y la distancia del

vértice a la directriz también es |p|. Ademas, el lado recto, que se representa con las

A

Y AE
X
'
N =
12pl ;=1 |2 recto
o
Sl "o
Ipl | Vértice
" Directriz
§

\

O

Ecuacion ordinaria de la parabola

=

siglas Ir, es la longitud del segmento que
pasa por el foco y es paralelo a la directriz.
Los extremos del lado recto se encuentran
sobre la pardbola, como se muestra en la
figura de la izquierda. Observa que su
longitud es |4p|, y se denota como,
Ir = |4p|.

Una parabola es el lugar geométrico que describe un punto que se mueve en el plano
de tal manera que equidista de un punto fijo, llamado foco, y de una recta fija,

llamada directriz.

Parabola horizontal con vértice en el origen

La representacion grafica de una parabola horizontal con vértice en el origen puede
abrir hacia la izquierda o hacia la derecha, segun el valor de p, que es la distancia
dirigida del vértice al foco, como se observa en las siguientes figuras.

AY
D(-p, y) ¢3--{---- A

P(x, y)

Directriz
x=-p,p>0

o\ " Fp,0)

><‘F

Si p>0, la pardbola abre hacia la
derecha.

Eje de simetria estd sobre el eje X
Vértice en el origen V (0, 0)

Foco en F(p,0)

Directriz, la recta vertical con ecuacion
x=-p

El punto D tiene coordenadas (—p,y)

Ya

P(x, y)

02 D(-p. y)
Ipl

v

F(p, 0;

ol x

Directriz
x=—p,p< 0

Si p<0, la pardbola abre hacia la
izquierda.

Eje de simetria esta sobre el eje X
Vértice en el origen (0, 0)

Foco en F(p,0)

Directriz, la recta vertical con ecuacion
X =-p

El punto D tiene coordenadas (—p,y)
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Para deducir la forma de la ecuacion ordinaria de la parabola horizontal con
vértice en el origen, sea P(x,y) un punto cualquiera sobre la parabola, que satisface
la condicion de que la distancia al foco y a la directriz sea la misma, es decir

|FP| = |DP|
Estas distancias estan dadas por
[FPl=J(x—p)?+ (- 0)? =y (x —p)? +y?2
IDP| = J(x — () + -y =@+ =x+p|
Luego, igualandolas se tiene que
Va—p)?+y?=|x+p|
Eleva al cuadrado en ambos lados (m)z = |x + p|?

Desarrolla los binomios (x —p)? +y* = (x + p)?, dado que |a|? = a*

x? = 2px +p? +y? = x? + 2px + p?
Simplifica —2px +y?% = 2px
Despeja y? y? = 4px
La ecuacion ordinaria y? = 4px, representa a una parabola horizontal con

vértice en el origen. Si p > 0, la parabola abre hacia la derecha y en el caso de que
p < 0, esta abre hacia la izquierda.

Parabola vertical con vértice en el origen

La representacion grafica de una parabola vertical con vértice en el origen puede
abrir hacia abajo o hacia arriba, segtin el valor de p, que es la distancia dirigida del
vértice al foco, como se observa en las siguientes figuras.

” Sip > 0, la parabola abre hacia arriba.
Eje de simetria estd sobre el eje Y
Vértice en el origen (0, 0)

Foco en F(0,p)

F(0, p
. Directriz, la recta horizontal con
rlv ecuacion y = —p
Directriz 1 -
yopps0y P El punto D tiene coordenadas (x, —p)
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Directriz

y=-p,p<0| D@ -p) Sip < 0, la pardbola abre hacia abajo.
o O Eje de simetria esta sobre el eje Y
a8 Vértice en el origen V (0, 0)
Fo,p| Foco en F(0,p)

Directriz, la recta horizontal
ecuacion y = —p

| El punto D tiene coordenadas (x, —p)

P(x, y) con

Para deducir la forma de la ecuacidon ordinaria de la parabola vertical con
vértice en el origen, sea P(x,y) un punto cualquiera sobre la pardbola, que satisface
la condicion de que la distancia al foco y a la directriz sea la misma, es decir

|FP| = |[DP]
Estas distancias estan dadas por
[FP| = {/(x — 0)2 + (y — p)? = y/x2 + (y — p)?
DP| = (x=x)?+ (= (=p))* =V +p)* = ly +p|
Luego, igualandolas se tiene que

VX2 + @ —p)? =y +pl

Eleva al cuadrado en ambos lados (1/x% + (y — p)z)2 = |y +p|?
x? + (y —p)? = (y +p)?, dado que |a|* = a?

Desarrolla los binomios
x* +y* = 2py +p* = y* + 2py + p*
x? — 2py = 2py

x? = 4py

Simplifica

Despeja x?

La ecuacién ordinaria x? = 4py, representa a una parabola vertical con
vértice en el origen. Si p > 0, la pardbola abre hacia arriba y en el caso de que
p < 0, esta abre hacia abajo.

Propiedades de las ecuaciones ordinarias de la parabola con V (0, 0).

Ecuacion | Vértice | Foco | Directriz | Direccion de la parabola
Sip > 0, abre a la derecha
y? =4px | V(0,0) | F(p,0) | x=—p
Sip <0, abre a la izquierda
Sip > 0, abre hacia arriba
x* =4py | V(0,0) | F(O,p) | y=—p ) —
Sip < 0, abre hacia abajo
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Para representar en el plano cartesiano una pardbola en su forma grafica,
conociendo Unicamente su ecuacion ordinaria con vértice en el origen, debes
identificar sus elementos clave como el vértice, el foco, la ecuacion de la directriz, el
eje de simetria, las coordenadas de los extremos del lado recto, asi como la direccion
de apertura (valor de p). A partir de estos datos, es posible graficarla como se
muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo formativo 4.1
1. Grafica las siguientes ecuaciones de la parabola.

a) y>=8x b) x? = —4y
Resolucion
a) y? = 8x

Vértice: V (0, 0)
El término cuadrético es y?, asi que el eje de simetria estd sobre el eje X, por lo

que es una parabola horizontal.
8

De y* = 8x, setieneque 4p =8 — p = 5 = 2. Estoimplica que p > 0, por lo que
la parabola abre hacia la derecha.

La longitud del lado recto es |[4p| = |8| = 8,

Dado que p = 2, el foco se localiza 2 unidades a la izquierda del vértice, V (0, 0):
F(2,0).

La directriz es la recta vertical que se ubica 2 unidades a la izquierda del vértice,
su ecuacion es: x = —2.

El lado recto es un segmento vertical que pasa x=-2

por el foco, F(2,0). Dado que Ir =8, del foco = 1 Y //" ’
desplazate 4 unidades hacia arriba y 4 unidades | | / |
hacia abajo. Asi, las coordenadas de los puntos { -
extremos del lado recto son: (2,—4) y (2,4). 7
Resumen de y? = 8x: parabola horizontal que — —
abre hacia la derecha, V(0,0), F(2,0), ecuacién 0
de la directriz x = —2, coordenadas de los

puntos extremos del lado recto (2,—4) y (2, 4). HAEEE
La grafica de y* = 8x se muestra a la derecha. ~ - \ -

b) x? = —4y
Vértice: VV(0,0)
El término cuadrético es x?, asi que el eje de simetria esta sobre el eje Y, por lo
que es una parabola vertical.

&
o
L 3

p gy
(&
-
=<y

De x? = —4y, se tiene que 4p = —4 — p = _74 = —1. Esto implica que p < 0, por

tanto, la parabola abre hacia abajo.
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La longitud del lado recto es |[4p| = |—4]| = 4.

Dado que p = —1, el foco se localiza una unidad hacia abajo del vértice, V (0, 0):

F(0,—-1).

La directriz es la recta horizontal que se ubica una unidad hacia arriba del

vértice, su ecuacion es: y = 1.

El lado recto es un segmento horizontal que pasa
por el foco, F(0,—1). Dado que Ir = 4, del foco
desplazate 2 unidades hacia la derecha y 2
unidades hacia la izquierda. Asi, las coordenadas
de los puntos extremos del lado recto son:
(-2,-1)y (2, -D).

Resumen de x? = —4y: pardbola vertical que
abre hacia abajo, V(0,0), F(0,—1), ecuacién dela

Ay

BT l\\\
F(0, 1)

/
/

A\

directriz y = 1, coordenadas de los puntos extremos del lado recto (—2,-1) y

2,—1).

La gréfica de x? = —4y se muestra a la derecha.

Cuando se conoce el vértice de la parabola vértice y las coordenadas del foco,
es posible determinar su ecuacién ordinaria. Para ello, identifica si la pardbola es

vertical u horizontal. Si el foco se encuentra sobre el eje Y, la parabola es vertical y

su ecuacion es de la forma x* = 4py; si estd sobre el eje X, la pardbola es horizontal

y su ecuacion es de la forma y? = 4px. Para conocer p, calcula la distancia dirigida

del vértice al foco.

Ejemplo formativo 4.2

1. Determina la ecuacion ordinaria de la parabola con vértice en el origen y foco en

4, 0).
Resolucion
Identifica la forma de la ecuacion de la parabola.

Ubica en el plano cartesiano las coordenadas del vértice V (0, 0) y del foco F (4, 0).

YA,
‘
L1

Pt 0 'I i
V6,9 V) _ ecuacion es de la forma y? = 4px.
0 X

Calcula el valor de p.

I L L consecuencia p = 4.

Determina la ecuacion ordinaria de la parabola.

Observa en la grafica de la izquierda que el foco esta
sobre el eje X, por lo que la parabola es horizontal y su

La distancia dirigida del vértice al foco es 4, en
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Sustituye p = 4 en la ecuacién y* = 4px, para obtener
y? =4(4)x — y? =16x

La ecuacion ordinaria de la pardbola es y* = 16x.

Cuando se conocen las coordenadas del foco y la ecuacion de la directriz, es
posible determinar la ecuacion ordinaria de la parabola. Para ello, identifica si la
parabola es vertical o horizontal. Si el foco se encuentra sobre el eje Y, la parabola es
vertical y su ecuacion es de la forma x* = 4py; si estd sobre el eje X, la parabola es
horizontal y su ecuacion es de la forma y? = 4px.

Para determinar p, grafica el foco y la ecuacion de la directriz, observa que el
vértice se ubica exactamente en el punto medio entre ellos. Luego, calcula la
distancia dirigida vértice al foco, que es p.

Ejemplo formativo 4.3

1. Obtén la ecuacion ordinaria de la pardbola que tiene foco en F(—5,0) y la
ecuacion de la directrizes x — 5 = 0.
Resolucion
Identifica la forma de la ecuacion de la parabola.

AY Grafica la ecuacién de la directriz x =5y

Directriz ubica el foco F(-5,0).
xX=5

Dado que el foco estad sobre el eje X, la
parabola es horizontal y su ecuacion es de la

< - >
r=s0y - U X forma y? = 4px.
Calcula el valor de p.
v El vértice se localiza en el punto medio entre
el foco y la directriz, es decir, V(0,0). Luego,
la distancia dirigida del vértice al foco es p = —5.

Determina la ecuacion ordinaria de la parabola.
Sustituye p = —5 en la ecuacién y* = 4px, para obtener

y? =4(-5)x — y?=-20x

La ecuacion ordinaria de la parabola es y? = —20x.

Si se conoce el eje focal, el vértice y un punto sobre la parabola, es posible
determinar la ecuacion ordinaria de la parabola. Si el eje focal coincide con el eje Y, la
parabola es vertical y su ecuacion es de la forma x? = 4py; si coincide con el eje X, la
parabola es horizontal y su ecuacion es de la forma y? = 4px. Para determinar p,
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sustituye las coordenadas del punto conocido en la respectiva ecuacién de la
parabola.

Ejemplo formativo 4.4

1. Determina la ecuacion ordinaria de la parabola cuyo eje focal coincide con el eje
Y, tiene vértice en el origen y pasa por el punto A(2, 3).
Resolucion
Identifica la forma de la ecuacion de la parabola.
Dado que el eje focal coincide con el eje Y, la pardbola es vertical y la ecuacion es
de la forma x? = 4py.

Calcula el valor de p.
Del punto A(2, 3), x = 2,y = 3. Sustitayelos en la ecuacion x? = 4py.

22 = 4p(3) — 4 = 12 .l
= e d = e d = — = —
p p P=1;73
Determina la ecuacion ordinaria de la parabola.
Sustituye el valor de p = gen x? = 4py.

4

1
#=4(3)y = =3y

.7 . . ’ 4
La ecuacion ordinaria de la parabola es x* = -y.

Parabola con vértice fuera del origen
No todas las pardbolas tienen su vértice en el origen. Las parabolas con vértice fuera
del origen tienen por ecuacion:

(x — h)? = 4p(y — k), parabola vertical
(y — k)? = 4p(x — h), parabola horizontal

El punto V(h, k) es el vértice de la pardbola y p es la distancia dirigida del
vértice al foco.

Propiedades de la ecuacion ordinaria de la parabola con vértice en el punto
V(h, k).
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Ecuacion

Vértice

Foco

Directriz

Direccion de la
parabola

v —k)? =4p(x — h)

V(h, k)

F(h+pk)

p > 0, abre hacia la
derecha

p < 0, abre hacia la
izquierda

(x—m)?=4p(y —k)

V(h, k)

F(h k +p)

p > 0, abre hacia
arriba

p < 0, abre hacia
abajo

La representacion grafica de una parabola, como se muestra en las siguientes
graficas, depende de si su eje de simetria es paralelo al eje X o al eje Y. Asi como del
valor de p, que indica la distancia dirigida del vértice al foco.

Una parabola horizontal tiene eje de simetria paralelo al eje X y su ecuacién

ordinaria es de la forma (y — k)? = 4p(x — h). Si p <0, la pardbola abre hacia la
izquierda; si p > 0, la pardbola abre hacia la derecha, como se muestra en las

siguientes figuras.

Sip<O0

F(h+p, k)
[/(h ) Q{h P: }\J
Directriz
x=h-p,p<0

0} X

Sip>0
/’///
Y4 /
2p
[ F(h+p, k)
Q(h == 'L), }\) ‘I(h‘vk }\)
\\ 2
Directriz N
x=h-p,p>0 \\\
O =%

Una pardbola vertical tiene eje de simetria paralelo al eje Y y su ecuacion
ordinaria es de la forma (x — h)? = 4p(y — k). Si p < 0, la pardbola abre hacia abajo;
sip > 0, la pardbola abre hacia arriba, como se muestra en las siguientes figuras.
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Sip>0 Sip<0

)'Vx 0 X
Directriz

d(h, k- =k—
E(h, k +p) il B el

2p 2p Ipl
Bl ; V(K

RAZ Ip

p

e I2p[TI2pI
M) h, k—p 1reciriz
A ’)y=k—np>0 F(h, k +p)

O, X Y/v

El andlisis de la ecuacion ordinaria de la parabola permite comprender como
el valor de p y la orientacion del eje de simetria determinan la forma de la parabola.
Para visualizar estos efectos de manera interactiva, utiliza Desmos, como se muestra
en las Figuras 4.1y 4.2, para explorar el efecto de las constantes h, k y p en la grafica
de una pardbola. Observa que el valor de h origina un desplazamiento horizontal:
hacia la derecha o hacia la izquierda. La constante k determina un desplazamiento
vertical: hacia arriba o hacia abajo. El signo de p determina la orientacién de la
parabola y su valor absoluto influye en su apertura: cuanto mayor sea mas abierta
es la curva; cuanto menor sea la curva es mas cerrada.

P i i
a / A
5

T
1]

+ e Fo IR + e o v

0\ (th)2:4p(y*k) 0\ (y—k)2=4p(z—h)

® h=-2 ) n——d

AT & -10 10

@ p=1 ( p=1

2 10 = 10 10

® k=-3 ® k=2

=l -10 = -10 . 10
Figura 4.1. Efectos de las constantes h, k y p Figura 4.2. Efectos de las constantes h, k y p
en la grafica de lfi parabo.la vertical. en la gréfica de la parabola horizontal.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025). Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
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Ejemplo formativo 4.5
1. Determina los elementos de la parabola (x + 3)? = —8(y — 1) y graficala.
Resolucion
De la ecuacién (x +3)* = -8(y —1):h=-3yk=1
Vértice: V(—3,1)
Valordep:4p=—-8 —p=-2

La variable x esta en el binomio al cuadrado (x + 3)?, por lo que es una parabola

vertical.

Dado que p < 0, indica que la pardbola abre hacia abajo.

El foco esta dos unidades abajo del vértice: F(h, k +p) — F(-3,-1)
La ecuacion de la directrizes: y =k —p=1—-(-2) =3

En este caso, el segmento del lado recto es horizontal y pasa por el foco,

F(-3,-1), de donde la ordenada es y = —1. Sustituyela en la ecuacion
(x+3)? = —-8(y — 1) y determina las coordenadas de los puntos extremos el
lado recto.
(x+3)2=-8(-1-1) Y
(x+3)2=16
J&x+3)?2 =16 y=3
|x +3| =4 ’
Aplicando el valor absoluto: = X
—(x+3)=4 o x+3=4 (_f 1}./ 51l n\‘ﬂ’_”
—x—3=4 o x=4-3 \F-3 )| | |
—-x=4+3 o x=1 # R —t
—x =7 0 x =1 ' 1
x=-=7 0 x=1

Con base en lo anterior, los puntos extremos del lado recto son: A(=7,—1) y

B(1,—-1). La gréfica de la pardbola se muestra a la derecha.

Si conoces las coordenadas del foco y del vértice, a partir de estos

elementos puedes determinar la ecuacion ordinaria de la pardbola.

Ejemplo formativo 4.6

1. Determina la ecuacién ordinaria de la pardbola con vértice V (0, 2) y foco F(0, 5).

Resolucion
Identifica la forma de la ecuacion ordinaria de la parabola.
Del vértice V(0,2):h =0y k = 2.

Dado que la abscisa del vértice V(0,2) y del foco F(0,5) son iguales, es decir
x = 0, esto indica que el eje focal es paralelo al eje Y, asi que la parabola es vertical

y su ecuacion es de la forma (x — h)* = 4p(y — k).
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Calcula el valor de p.
La distancia dirigida del vértice al focoesp =5 —2 = 3.

Determina la ecuacién ordinaria de la parabola.
La ecuacién ordinaria de la pardbola es de la forma
(x —h)? = 4p(y — k)
(x—-0)?=43)(y—2)
x2=12(y - 2)

La ecuacion ordinaria de la parabola es x* = 12(y — 2).

Si conoces las coordenadas del foco y la ecuacion de la directriz, a partir
de estos elementos puedes determinar la ecuacion ordinaria de la parabola.

Ejemplo formativo 4.7
1. Determina la ecuacién ordinaria de la pardbola con foco F(5,—1) y ecuaciéon de
la directriz x = 16.
Resolucion
Identifica la forma de la ecuacion ordinaria de la pardbola.
La directriz es vertical, asi que la pardbola es horizontal.
La ecuacion ordinaria de la pardbola es de la forma
(v —k)? =4p(x —h)
Calcula el valor de p.
El vértice es el punto medio entre el foco F(5,—1) y el punto B(16,—1) que es la

interseccion de la directriz con el eje de simetria.

_5+16 -1-1 -2 2 {
=— - =__=_

2 2 2
Por lo que el vértice es V(10.5, —1).

=105 y k=

La distancia dirigida del vértice al focoesp = 5 —10.5 = —5.5.

Determina la ecuacion ordinaria de la parabola.

Sustituye h = 10.5, k = —1 y p = —5.5 en la siguiente ecuacion
v —k)? =4p(x—h)
(y = (-1))? = 4(—5.5)(x — 10.5)
(y + 1)2 = —22(x — 10.5)

La ecuacion ordinaria de la pardbola es (y + 1) = —22(x — 10.5).
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Ecuacion general de la parabola

Recuerda que las ecuaciones ordinarias de la parabola con vértice V (h, k), son:
e (y—k)? =4p(x — h). El eje de simetria es paralelo al eje X.
e (x—h)? =4p(y — k). El eje de simetria es paralelo al eje Y.

A continuacion, transformaremos cada ecuacion ordinaria de la parabola en
su correspondiente ecuacion general. Para ello, del lado izquierdo desarrollaremos
el binomio al cuadrado, del lado derecho realizaremos la multiplicacion indicada,
igualamos a cero y reordenaremos el lado izquierdo.

Deduccion de la ecuacion general de una parabola horizontal a partir de su
ecuacion ordinaria con vértice fuera del origen:
(v —k)? =4p(x — h)
y? = 2ky + k? = 4px — 4ph
y? —2ky + k? — 4px + 4ph = 0
y* —4px — 2ky + k* + 4ph =0
Haciendo D = —4p, E = —2k y F = k? + 4ph, obtenemos la ecuacion general
de la pardbola horizontal con vértice fuera del origen

y?+Dx+Ey+F=0

A continuacion, deduciremos la ecuacion general de una paradbola vertical a
partir de su ecuacion ordinaria con vértice fuera del origen:
(x —h)? = 4p(y — k)
x? — 2hx + h? = 4py — 4pk
x?2—2hx+ h? —4py + 4pk =0
x? —2hx —4py + h> + 4pk =0

Haciendo D = —2h, E = —4p y F = h* + 4pk, obtenemos la ecuacién general
de la parabola vertical con vértice fuera del origen

x24+Dx+Ey+F=0

De los resultados anteriores, las ecuaciones generales de parabola son:
e y?>+ Dx+ Ey+F =0, parabola con eje de simetria horizontal, abre hacia
la derecha o hacia la izquierda.
e x>?+Dx+Ey+F =0, pardbola con eje de simetria vertical, abre hacia
arriba o hacia abajo.

Ejemplo formativo 4.8

1. Transforma la ecuacién ordinaria (x — 3)? = —4(y — 1) en la forma general.
Resolucion
Parte de la ecuacion ordinaria (x — 3)% = —4(y — 1).

(x=3)?=-4(y-1)
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x2—6x+9=—-4y+4
x2—6x+9+4y—4=0
x2—6x+4y+5=0
La ecuacion general es x* — 6x + 4y + 5 = 0.

Asi coOmo es posible transformar una ecuacion ordinaria de la parabola en su
forma general, también es posible realizar el proceso inverso. A partir de una
ecuacion general que representa a una pardbola, podemos obtener su forma
ordinaria mediante técnicas algebraicas: haciendo algunas sustituciones,
trasponiendo términos, completando el trinomio cuadrado perfecto en el lado
izquierdo y factorizando el lado derecho. Este procedimiento permite identificar
elementos como el vértice, el valor del pardmetro p, el eje de simetria y la orientacion
de la parabola.

Transformacion de la ecuacion general de la pardbola horizontal en su
ecuacion ordinaria.
y>+Dx+Ey+F =0

Haciendo D = —4p, E = =2k y F = k* + 4ph
Tenemos que
y2 4+ (—4p)x + (—2k)y + k? + 4ph = 0
y? — 4px — 2ky + k? + 4ph = 0
y? — 2ky = 4px — k? — 4ph
y2 = 2ky + (22—")2 = 4px — k? — 4ph + (22—")2
y? —2ky + k? = 4px — k? — 4ph + k?

(y — k)? = 4px — 4ph
(y —k)*> = 4p(x — h)

Transformacion de la ecuacion general de la pardbola vertical en su ecuacion

ordinaria.
x2+Dx+Ey+F=0

Haciendo D = —2h, E = —4p y F = h? + 4pk
Tenemos que
x%2 4+ (—=2h)x + (—4p)y + h?> + 4pk = 0
x% —2hx — 4py + h®> + 4pk = 0
x%? — 2hx = 4py — h? — 4pk
x% — 2hx + (%)2 = 4py — h* — 4pk + (%)2
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x%? — 2hx + h? = 4py — h? — 4pk + h?
(x — h)? = 4py — 4pk
(x—h)?=4p(y —k)

Ejemplo formativo 4.9
1. Transforma la ecuacién 2y? — 16x + 20y + 82 = 0 en su forma ordinaria.

Resolucion
2y? —16x+ 20y +82 =0

2(y>—8x+ 10y +41) =0
y2—8x+10y+41=0
y2+ 10y = 8x — 41

) 10\ 10
y<+ 10y +<7> =8x—41+<7>
y2+ 10y + 52 =8x — 41+ 25
(y+5)?%=8x—-16
(y+5)?%=8(x—-2)
La ecuacion ordinaria de la parabola es (y + 5)% = 8(x — 2).

2
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Evaluacion formativa 4.1
1. Determina lo que se te pide a partir de la informacion dada en las siguientes
graficas.
a) . Ay

\v)

Es una parabola
que abre hacia
Vértice:

4
=

5 \

v Foco:

Ecuacion de la directriz:

p =

. | | Ir=

A — Eje de simetria o eje focal es
paralelo aleje_

b) N p AY Es una parabola
que abre hacia
BN > Vértice:
BERJAR Foco:

=T & a0 £ < Ecuacion de la directriz:

p =

Ir=

Eje de simetria o eje focal es
paralelo al eje

]

A

2. Grafica y determina los elementos de cada una de las siguientes parabolas.
a) y? = —4x b) 24x = 8y? c)3x*+8y=0 d) x2 = 16y

3. Determina la ecuacion ordinaria de la paradbola si se sabe que:
a) V(0,0), foco F(=5,0)
b) V(0,0), foco F(0,—1/2)
c) V(0,0), ecuacion de la directrizy + 2 = 0.
d) V(0,0), ecuacion de la directriz 2x = —3.
e) Foco G, O), ecuacion de la directriz 3x + 4 = 0.
f) Vértice en el origen, su eje focal coincide con el eje X y pasa por (-2, 6).

g) Vértice en el origen, foco sobre el eje Y y pasa por (—2, - z)

4. Determina la ecuacion ordinaria de la pardbola cuyo vértice es (—5,2) y foco
(-=5,5).

5. El foco de una pardbola es el punto (—2,6)y su directriz x = 10. Halla su
ecuacion ordinaria.
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6. Determina la ecuacion ordinaria de la pardbola con vértice en el punto (1,-3) y

directrizy + 1 = 0.

7. Transforma cada una de las siguientes ecuaciones ordinarias en su forma general.
b) (x + 6)? = =3(y + 1)
d) (x+4)?2=16(y—7)

8. Transforma cada una de las siguientes ecuaciones generales de la parabola en su

a) (y—3)?*=8(x-1)
o) (y—5)2=-12(x+4)

forma ordinaria.
a)y?—10y+12x+13 =0
) x?+8x—6y+28=0

Autoevaluacion y coevaluacion 4.1
Nombre: Plantel:

Autoevaluacion para el aprendizaje

b)3y?+6y—4x+15=0
d) 4x* —4x + 16y +25=0

Grupo: Turno:

Selecciona en la columna la opcidn que mejor refleje tu nivel de desempetio en el

proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 4. Responde con

honestidad a la evaluacién de cada uno de los criterios que se enlistan a

continuacion.

Desempeiio

En proceso de
logro

Bueno

Sobresaliente

Propicié un clima de comunicacién favorable para
el aprendizaje con mis comparneros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la
retroalimentacion de dudas de mis comparieros.

Determiné la ecuacion de la parabola a partir de
elementos geométricos como vértice, foco y
directriz. (M1-C1)

Utilicé herramientas graficas como Desmos para
explorar como influyen los parametros h, k y p en
la forma de la parabola. (M1-C2)

Elegi adecuadamente entre la forma ordinaria o
general de la parabola, segun los datos
disponibles del problema. (M1-C3)

Comparé de forma clara y argumentada su
procedimiento al transformar entre ecuaciones
ordinarias y generales de pardbolas. (M2-C4)

Coevaluacién para el aprendizaje
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Solicita a un compafiero del equipo, que marque en la columna la opcion que mejor
describa tu desempefio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje
4y, que responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con sus compafieros.

Particip6 activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuyd colaborativamente a la
retroalimentacion de dudas de sus compafieros.

Determino la ecuacion de la parabola a partir de
elementos geométricos como vértice, foco y
directriz. (M1-C1)

Utiliz6 herramientas graficas como Desmos para

explorar como influyen los parametros h, k y p en
la forma de la pardbola. (M1-C2)
Eligi6 adecuadamente entre la forma ordinaria o

general de la parabola, segun los datos
disponibles del problema. (M1-C3)
Comparo¢ de forma clara y argumentada su

procedimiento al transformar entre ecuaciones
ordinarias y generales de parabolas. (M2-C4)

Nombre y firma de quien coevalta
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PA 5. La elipse

Y A
B (h, k+b)
b?
Lfi-c k5 : L+ k+ 2
Vy(h-a k) V. (h +a, k)
Rz(h—c,k—b—) Rl(hﬂ’k_ﬁ)
B,(h, k—b) a
ey >
(x—h)? (y—k)? s 1o
Py + PP =1,a*>b

Ax?>+By?+ Dx+Ey+F =0,dondeA>0,B>0yA+B
A=0b%C=a®;D=-2b%h; E =—-2a%k;F = b*h?® + a’k? — a®b?

Analiza las relaciones entre las propiedades geométricas y algebraicas de la elipse,
y elabora modelos matematicos que apliquen estas relaciones para resolver
problemas en campos como la astronomia o la actstica.

E d
Metas de aprendizaje M PrOCeSO @€ Bueno  Sobresaliente

logro

M1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

M1-C2 Observa y obtiene informaciéon de una
situacion o fendmeno para establecer estrategias o
formas de visualizacion que ayuden a entenderlo.

M1-C3 Selecciona un modelo matematico por la
pertinencia de sus variables y relaciones para
explicar una situacién, fendmeno o resolver un
problema tanto tedrico como de su contexto.

M1-C4 Describe situaciones o fendémenos
empleando rigurosamente el lenguaje matematico y
el lenguaje natural.

Z 0 » | T 0 >»| T 0 >[I 0O »
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Evaluacion diagndstica 5.1
Analiza y selecciona la respuesta correcta a cada pregunta.

1. ;Cudl es el resultado de desarrollar el binomio al cuadrado (2x — 5)2?
a) 4x? — 20x + 25 b) 4x% — 10x + 10 c) 2x% — 20x + 10

2. ;Cual es la factorizacion del trinomio cuadrado perfecto 49x? + 56x + 16?
a) (7x + 8)? b) (14x + 2)? o) (7x + 4)?

3. ¢(Cual es el término que completa el trinomio cuadrado perfecto en la expresion
x? 4+ 10x?
a) 25 b) 20 c) 100

4. Selecciona la ecuacidon que representa a la ecuacion ordinaria de la circunferencia.
a) y-k?=4p(x—-h) bE-N*+@-k?=r* oJy=alx-n’+k

5. ¢Cual de las siguientes opciones describe correctamente el lugar geométrico de

una parabola?

a) El conjunto de todos los puntos del plano que equidistan de un punto fijo
llamado foco y de una recta fija, llamada directriz.

b) El conjunto de todos los puntos del plano cuya suma de distancias a dos
puntos fijos es constante.

c) El conjunto de todos los puntos del plano que se encuentran a la misma
distancia de un punto fijo llamado centro.

Elementos de la elipse
Una empresa aeroespacial busca disefiar una

— ===

trayectoria orbital de wun satélite de e RN
reconocimiento. Para ello, el equipo de L S
ingenieria debe considerar que las Orbitas de | }
los planetas y satélites no son perfectamente ' I S
circulares, sino que describen trayectorias . - @f "
elipticas. Esta forma geométrica tiene TN . e e - S N ,+

propiedades que permiten determinar
posiciones. Para garantizar un disefio eficiente, se requiere comprender las
condiciones geométricas que definen a una elipse.

Una elipse es el conjunto de todos los puntos de un plano cuya suma de las
distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es igual a una constante positiva 2a,
como se muestra en la siguiente figura.
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P es un punto sobre la elipse.
F; y F, se llaman focos de la elipse.

La distancia |PF,| + |PF,| = 2a.

X

O.l

El punto medio del segmento que une los focos es el centro de la elipse y la
distancia del centro a uno de sus focos es ¢, como se muestra en la siguiente figura.

A

}/

C se llama centro de la elipse.

IWI =, |H| =cy |FKF| =2

@] X

Y

Una elipse puede estar orientada de forma horizontal o vertical. Los
segmentos perpendiculares que pasan por el centro de una elipse son su eje mayor
y su eje menor, como se muestra en la siguiente figura.

Elipse horizontal Elipse vertical

vt \%

A =
}/

B, B B,
o Y |4
1
"0 X
\J
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V1 y V, se llaman vértices de la elipse y son los extremos del eje mayor.
B; y B, son los extremos del eje menor.

El eje mayor es el segmento mds largo que une dos puntos extremos de la
elipse y pasa por el centro y por ambos focos. Su longitud es igual a 2a, donde a es
lalongitud del semieje mayor (distancia del centro a uno de sus vértices). Sila elipse
es horizontal, el eje mayor es horizontal. Si la elipse es vertical, el eje mayor es
vertical.

Propiedad del eje mayor V,V;: |V,V;| = 2a.
Propiedad del semieje mayor V,C y CV;: |V,C| = a, |CV;| = a.

El eje menor es el segmento que une dos puntos de la elipse y es
perpendicular al eje mayor en el centro. Su longitud es igual a 2b, donde b es la
longitud del semieje menor. Este eje no pasa por los focos, pero si por el centro de
la elipse.

Propiedad del eje menor B,B;: |B,B;| = 2b.

Propiedad del semieje menor B,C y CB;: |B,C| = b, |CB;| = b.

El lado recto, Ir, de una elipse es el segmento que pasa por uno de los focos,
es perpendicular al eje mayor y cuyos extremos estan sobre la elipse. Este segmento
representa una medida relacionada con la apertura de la curva cerca del foco, como
se muestra en la siguiente figura.

LY

‘Y

Lado recto I.ado recto Lalongitud del lado recto, Ir, de una elipse,

se calcula mediante la formula:

2b?
Ir="—
a

A

O

En la elipse, existe una relacion entre las distancias |CBy|, |B1F;|y |FiC|, que
forman un tridngulo rectangulo con vértices B;, C y F;, como se observa a
continuacion.
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Por el teorema de Pitagoras

a? = b? 4 c2.

0 | X

La excentricidad de una elipse es una medida que indica qué tan alargada o
aplanada esta la curva en comparacion con un circulo.

Se representa con la letra e y se define como:

2

c b
e=-_= 1—;,dadoquec =+a?—b?.
La excentricidad es un valor entre cero y uno, 0 < e < 1. Si e = 0, la elipse es
un circulo. Si e = 1, la elipse se degrada a un segmento de longitud a. Cuanto mayor
sea la excentricidad, mas separados estaran los focos y mas alargada sera la elipse.

Elipse con excentricidad cercana a 0. | Elipse con excentricidad cercana a 1. los
Los focos estan muy proximos entresiy | focos estdn muy separados, lo que
la. curva se asemeja a una | generauna curva alargaday aplanada.

circunferencia.

v A

A
A J

0] X

A

><“

O
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Ecuacion ordinaria de la elipse con centro en el origen

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos P(x,y) de un plano, tales que la suma
de sus distancias a dos puntos fijos (llamados focos) del mismo plano, es constante.

La representacion grafica de una elipse con centro en el origen puede ser
horizontal o vertical, segtin la orientacion del eje mayor, que es el segmento entre
los dos vértices de la elipse, como se muestra en las siguientes figuras.

Representacion grafica de una elipse
horizontal

Elementos de la elipse horizontal

Y4 B,(0,b)

Eje mayor coincide con el eje X.
Vértices: V(+a,0)
Focos: F(+c,0)

Extremos del eje menor: B(0, +b)

Longitud del lado recto: Ir = %

2
Excentricidad: e = 2 = /1 _Z_Z’O <e<l1

Ademas, a® = b?>+c* a>b,a>c,donde b =Va? —c?y ¢ =Va? — b

Representacion grafica de una elipse
vertical

Elementos de la elipse vertical

V,(0, —a)

Y

Eje mayor coincide con el eje Y.
Vértices: V(0,+a)
Focos: F(0, +c¢)

Extremos del eje menor: B(+b, 0)

Longitud del lado recto: Ir = %

2
Excentricidad: e = 2 = /1 _Z_Z’O <e<l1

Ademas, a* = b?> + c*;a>b,a > c,donde b =Va? —c?y ¢ = Va? — b2,
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Para determinar la ecuacion ordinaria de una elipse horizontal con centro

en el origen, como la que se muestra en la siguiente figura, donde a, b y c son
numeros reales positivos,

Sea P(x,y) un punto cualquiera sobre la pardbola y F; y F,, dos puntos fijos
llamados focos, tales que satisfacen la siguiente condicion

[PFi| + |PF;| = 2a
De la figura anterior
PRl = VG =7+ =07 = JG =)+ M)
PRl = &= (=07 + /= 077 = JGr + )7 + 7 @

Las ecuaciones (1) y (2) satisfacen que

V=02 +y2+(x+0)? +y? = 2a
Ja—rtye=2a~[GH 07 7

(VG=o7+y2) = (2a-Ja+ar+y?)

(x— )% +y? = 4a® — 4a/(x + )2 + y2 + (x + €)% + y?
da/(x+ )7 +y2 = —(x = 0)? — )" + 4a® + (x + ¢)? + y?
4a/(x +c)? + y? = X+ 2cx — 2% +4a® + x* + 2cx + ¢*
4a+/(x + ¢)? + y2 = 4cx + 4a?
4ay/(x +c)? +y? 4cx +4a’

4 4
a/(x + €)% + y2 = cx + a?
(a\/m)z = (cx + a?)?
a?((x + ¢)? + y?) = ¢®x? + 2a%cx + a*
a’(x? + 2cx + ¢? + y?) = c?x% + 2a%cx + a*
a’x? + 2a%cx + a’c? + a’y® = c*x* + 2¢%cx + a*
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a’x? + a*c? + a’y? = c?x? + a*
a%x? — ¢x? + a?y? = g — a2
x2(a@? = ¢?) + a?y? = a’(a? — ¢?)
b*x* + a*y?* = a®h*, dado que b* = a* — c*

b2x2 + aZyZ B aZbZ

a2h? - abh?
x2 yz
2 =1

Hemos obtenido la ecuacion ordinaria de la elipse horizontal con centro en

el origen.
X2 y?
+ 5= 1, donde a? > b?

a2
Mediante un proceso similar, se obtiene la ecuacion ordinaria de la elipse
vertical con centro en el origen.
2 2
Xy
— +— = 1,donde a? > b?
b? a
Para identificar de forma rapida cual ecuacién ordinaria corresponde a una
elipse horizontal o a una elipse vertical, identifica donde estd ubicado el valor de a?,
el cual satisface la condiciéon de que a? > b?. En una elipse horizontal, a® es el
denominador de x? y en una elipse vertical, es el denominador de y2.

Ejemplo formativo 5.1
2

2
. .7 . . . X
1. Determina los elementos de la ecuacion ordinaria de la elipse E+% =1y
graficala.
Resolucion

., x? 2 . (.
En la ecuacion — + y? =1, el denominador del término x* es mayor que el

denominador del término y?, es decir, 25 > 9. Por lo que el eje mayor es horizontal
y coincide con el eje X.

a’* =25 — a =5, las coordenadas de los vértices son: V;(5,0) y V,(—5,0).

b? =9 — b = 3, los puntos extremos del eje menor son: B;(0,3) y B,(0, —3).
c=vVa2—b2 — ¢=+25-9=+16 =4, las coordenadas de los focos son:
F1(4,0) y F,(—4,0).
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AY Las coordenadas del centro son: € (0, 0).
4_0_ Longitud del lado recto: Ir = %9) = 1—;

/ ] 2T N Excentricidad: e = < = 2

/ T N\ a 5
~—|—¢—¢—|—|—T»—|—|j—|—o—'¢—|—3-( Longitud del eje mayor |V;V,| = 2a = 2(5) = 10 u

\4\ . _} - 4/ Longitud del eje menor |B,B;| = 2b = 2(3) = 6u

~ 4 Longitud del eje focal |F;F,| = 2¢ = 2(4) = 8u
__L__

La grafica se muestra a la izquierda.

Ejemplo formativo 5.2

1. Determina los elementos de la elipse que tiene por ecuacién general
9x?% + 4y? — 36 = 0 y graficala.
Resolucion

Transforma la ecuacion en su forma ordinaria.

9x? 4y? 36 x? y?
9x% +4y*-36=0 9x% + 4y? = 36 —to—== —+—==1
xRy — T ~ 36 "36 36 49

El denominador de x? es 4 y el denominador de y? es 9, 9 > 4, por lo que la
2 2

ecuacién = + 2~ = 1 corresponde a una elipse vertical, cuyo eje mayor coincide
4 9

conelejeY.

a* =9 — a =3, las coordenadas de los vértices son: V;(0,3) y V,(0, —3).

b? =4 — b = 2,los puntos extremos del eje menor son: B,(2,0) y B,(—2,0).
c=vVaZ—b?2 — ¢ =+9—4 =15, las coordenadas de los focos son: F;(0,V5)
y F,(0,—V5).

Las coordenadas del centro son: € (0, 0).

Longitud del lado recto: Ir = ) _8
3 3

/ \ Excentricidad: e = < = \/3—3

/ \ a -

Longitud del eje mayor |V,V,| = 2a =2(3) = 6u
Longitud del eje menor |B;B,| = 2b = 2(2) = 4 u
Longitud del eje focal |F;F;| = 2¢ = 2(V/5) = 2V5u

‘ La grafica se muestra a la izquierda.
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Ejemplo formativo 5.3

1.

Determina la ecuacion ordinaria de la elipse cuyas coordenadas de sus focos son
F;(=3,0) y F,(3,0), con vértices en V;(—8,0) y V,(8,0).

Resolucion

Identifica la forma de la ecuacion ordinaria.

Grafica las coordenadas de los focos y vértices, luego usa el hecho de que las
coordenadas del centro son las del punto medio entre los focos, por lo que € (0, 0),
como se muestra en la siguiente figura.

Dado que los focos estan sobre el eje X, la

ecuacion de la elipse es de la forma
xZ yZ

2 !

Calcula a?.
La distancia del semieje mayor CV; es: |CV;| = a = 8, por loque a* = 64.

Calcula b2.
La distancia del centro al foco F; es: |CF;| = ¢ = 3.

De lo anterior, b? = a?> — c? = 64 —9 = 55.

Determina la ecuacién ordinaria.
2

2
.7 . . . X
La ecuacion ordinaria de la elipse es — + % =1
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Ejemplo formativo 5.4
1. Determina la ecuacion ordinaria de la elipse con vértices V; (0, —6) y V»(0,6) y la
longitud de uno de sus lados rectos es igual a 20/3.
Resolucion
Identifica la forma de la ecuacion ordinaria.
Dado que ambos vértices V;(0,—6) y V,(0,6) estan sobre el eje Y, la elipse es
vertical, por lo que su ecuacion es de la forma
X2 y?
ﬁ + ﬁ =1
Calcula a?
El eje mayor es la distancia entre los vértices: |V;V,| = 2a.

2a =0 —x)+ 02 —y)* = J (6-(=6)"+(©0-0? =12 = 12
Dedonde2a =12 — a=6 — a*=36.

Calcula b2.
2
La formula de la longitud del lado recto es Ir = % , ¥ sabemos que en este caso
es 2, igualando,
3
2b? 20
a 3
Sustituyendo a = 6
ﬁ:@ N 2b2=@—> 2:@:20
6 3 3 2(3)

Ny . . . x2 2
La ecuacion ordinaria de la elipse es — + 33]—6 =1.

Ejemplo formativo 5.5

1. Calcula la excentricidad de una elipse cuya longitud del eje mayor es 12 y del eje
menor es 4.
Resolucion
La formula de la excentricidad es e = §

Calcula a
Dado que la longitud del eje mayor es 2a = 12 — a = 6.

Calcula ¢
Del eje menor, 2b =4 — b = 2.
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De la relacién a? = b? + ¢?, se tiene que ¢ = Va2 — b2 =36 — 4 = /32 = 4+/2.

w2 _ 22

La excentricidad es e = — =~ 0.943.

6 3

Esta elipse tiene una excentricidad de aproximadamente 0.943, lo que indica que

esta bastante aplanada.

Ecuacion ordinaria de la elipse con centro fuera del origen

El centro de una elipse, que se denota como C(h, k), puede estar fuera del origen,

como se muestra en las siguientes figuras.

—h 2 —k 2
Ecuacién horizontal (x > ) + St =1,a% > b?
a b2
Y A
) B (h, k+D)
LZ(h’ —C, ;I(, + a— Ll h + c, k + 2_2)
Vy(t-a,k) V.(h+a,k)
2 bZ
R\h—ck—-— R(h+ck——
2( a ) Bz(h, k— b) 1( a )
O Y X

Elementos de la elipse horizontal

Eje mayor paralelo al eje X.
Vértices: V(h + a, k)

Focos: F(h + ¢, k)

Extremos del eje menor: B(h,k + b)

2

Longitud del lado recto: Ir = %

2
Excentricidad: e = 2 = /1 —%,0 <e<l1

Ademds, a®* = b?> + c*;a>b,a > c,donde b =Va? —c?y ¢ =Va? — b2,
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(w%)+@—@

— 2 2
% PP =1,a°“>0b

Ecuacion vertical

V. (h, k+a)

Y A 2
Rl(h - % k+ c) Ll(h + %, k+c
B,(t=b, k) B+, k)

2
R,\h— 22 Jk—c Lz(h+%, k-c

V,(h, k —a)
@ X
\/

Elementos de la elipse vertical

Eje mayor paralelo al eje Y.
Vértices: V(h, k + a)

Focos: F(h,k + ¢)

Extremos del eje menor: B(h + b, k)

Longitud del lado recto: Ir = Zaiz

2
Excentricidad: e = % = /1 —%,0 <e<l1

Ademds, a® = b?> + c*,a>b,a > ¢, donde b = Va? — c? y ¢ = Va? — b2.

El estudio de la ecuacion ordinaria de la elipse permite identificar cémo
influyen las constantes h, k, a y b en su representacion grafica.

Los valores de h y k determinan el desplazamiento del centro de la elipse
respecto al origen: h mueve la figura horizontalmente y k verticalmente.

La constante a representa la longitud del semieje mayor, que define si la
elipse es horizontal o vertical y asi como su forma alargada. Por su parte, b
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representa la longitud del semieje menor, que afecta el ancho de la elipse segtin su
orientacion.

Cuando los valores de ay b son iguales, la elipse se convierte en una
circunferencia, ya que ambos ejes tienen la misma longitud. Si a y b son casi iguales,
la elipse conserva una forma casi circular. En cambio, cuando hay una diferencia
notable entre a y b, la elipse se ve mds alargada en la direccion del eje mayor.

Identificar los valores de a y b en la ecuacion ordinaria de la elipse ayuda a
saber si esta es horizontal o vertical, para ello toma en cuenta que a* > b?. Si el
denominador de la expresién (x — h)? es mayor que el denominador de (y — k)?, el
eje mayor es horizontal, por lo que la elipse es horizontal. Si el denominador de la
expresion (x — h)* es menor que el denominador de (y — k)?, el eje mayor es vertical,
por lo que la elipse es vertical.

Visualizar el efecto de estas constantes en una plataforma como Desmos,
como se muestra en las Figuras 5.1 y 5.2, facilita comprender como cambian la forma,
la orientacion y la posicion de la elipse al modificar cada uno de ellos.

= 1 2 & = £
A a
2 1 }
| D (ﬁ
Y 2 4
2
+ 'S o v + ‘s o v
1 1
O\ B L N @-n? -k
2 ooz =L o2 2 )
h=—16 ® h=15
10 10 1C 10
a=2.1 a=2.1
10 10 -10 10
4 4
k=01 k=006

Figura 5.1. Efectos de las constantes h, k, a
y b en la grafica de la elipse vertical.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 5.2. Efectos de las constantes h, k, a
y b en la grafica de la elipse horizontal.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
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Ejemplo formativo 5.6

—1)2 2
1. Determina los elementos de la elipse o1 O3 g y graficala.
64 49

Resolucion

El centro de la elipse es: C(1,—3) dado que h = 1,k = —3

Dado que el denominador de la expresion (x — 1)% es mayor que el denominador

de la expresion (y + 3)?%, 64 > 49, la elipse es horizontal. En consecuencia
a*=64 »a=8y b =49 —»b=7

Luego, ¢ = Va% — b2 =64 — 49 = /15.

Vértices: V1(9, —=3) y Vo(=7, —3)

}f
5 A
Focos: F;(1 +v15,-3) y F,(1 — V15,-3) > Tob
Extremos del eje menor: B;(1,4) y B,(1,—10) T X

2
Longitud del lado recto: Ir = T2 B
a 8 4

Excentricidad: e = 2 = \/%_5 ~ 0.484
Longitud del eje mayor: 16 u
Longitud del eje menor: 14 u
Longitud del eje focal: 2V15 u

La grafica se muestra a la derecha.

Ejemplo formativo 5.7
1. Determina la ecuacién ordinaria de la elipse, si las coordenadas de los puntos
extremos de su eje mayor son (7, 9) y (7, 3), y las coordenadas de su eje menor
son (5, 6)y (9, 6).
Resolucién
Identifica la forma de la ecuacion ordinaria.
Los puntos extremos del eje mayor tienen igual abscisa, 7, por lo que es una elipse
vertical de la forma.
(x—h)sz(y—k)2 _

b2 a? 1

Determina h y k.
El valor de h y k es el punto medio del eje mayor, que tiene como puntos

extremos (7, 9) y (7, 3).
7+7 I = 9+3 12

= — = y _— —_—=

2

Calcula a?.
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El valor de a es la mitad de la distancia entre los puntos extremos del eje mayor.

NB=92+(T-72 J(=6)?2+0 _(-6)* _|-6| 6
¢= 2 -T2 T2 T2 72

=3 — a’=9

Calcula bZ.

El valor de b es la mitad de la distancia entre los puntos extremos del eje menor.

6—6)2+(9-52 V0o+42 V42  J0+424

Determina la ecuacién ordinaria.

La ecuacion ordinaria de la elipse es

(x=7? (y—6)>
z tT 9 ~

1

Ejemplo formativo 5.8

1. Determina la ecuacién ordinaria de la elipse cuyos focos son los puntos (0,0) y
(4,0), y su excentricidad es igual a 2/3.
Resolucion
Identifica la forma de la ecuacion ordinaria.
Focos: F;(4,0) y F,(0,0)
Dado que la ordenada de los focos es igual, 0, la elipse es horizontal con ecuacién
de la forma

- G-R?_

a? b? 1
Calcula hy k.
El centro C(h, k), es el punto medio de F,F;.
h_4+0_2 k—0+0—0

El centro de la elipse es C(2, 0).

Calcula a?.
La excentricidad de la elipse es g y suféormulaese = §, de donde& = g Necesitas

conocer ¢, que es la distancia del centro C(2,0) a uno de sus focos, por ejemplo,
a F,(0,0).

c=y/0-22+0-02=vV4+0=2
Luego sustituye ¢ = 2.

c 2 2
—==- > —== — 2(3)=2a-> 3=a — a*=9
a 3 a 3

99



Calcula b?.
b?=a?—-c>=9—-4=5

Determina la ecuacién ordinaria.

(x — 2)?
9

2
. s . . . y
La ecuacion ordinaria de la elipse es +—=1

Ecuacion general de la elipse
La ecuacion general de la elipse es
Ax?> + Cy*+Dx+Ey+F =0

donde A >0,C >0y A # C, lo cual garantiza que AC > 0. Esta forma general se
obtiene al desarrollar la ecuacion ordinaria de la elipse y reorganizar los términos
mediante productos notables y operaciones algebraicas. La condicién AC > 0
permite diferenciar a la elipse de otras conicas, como la hipérbola (AC < 0) o la
parabola (AC = 0), dentro del analisis de las secciones conicas.

Ejemplo formativo 5.9

(x +2)2 n (y - 1)?
64 4

=1.

1. Determina la ecuacion general de la elipse
Resolucion

(x + 2)2+(y - D

64 4

2 2 -1 2
e S L

1

EHA G + 2 (HH G - 1°
64 4
BD(x + 2)2+ (64)(y — 1)? =256
(4)(x? + 4x + 4) + (64)(y? — 2y + 1) = 256
4x% + 16x + 16 + 64y? — 128y + 64 = 256
4x?% + 16x + 16 + 64y% — 128y + 64 — 256 = 0

4x? + 64y? + 16x — 128y — 176 = 0

= 256

La ecuacion general de la elipse es 4x% + 64y? + 16x — 128y — 176 = 0.
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Ejemplo formativo 5.10
1. Determina la ecuacion ordinaria de la elipse 9x2 + 4y? — 72x — 24y + 144 = 0.
Resolucion
9x%2 +4y? —72x — 24y + 144 =0
(9x% — 72x) + (4y? — 24y) = —144
9(x? — 8x) + 4(y? — 6y) = —144

o(xt v+ (5) )+ 4y -ev+ (5) ) =-1aa+9(3) +4(3)
2 2 2 2
9(x2 — 8x + 42) + 4(y? — 6y + 32) = —144 + 9(4)? + 4(3)?
9(x —4)?2 +4(y—3)2 = —144 + 144 + 36
9(x —4)?2 +4(y—3)2 =36
9(x —4)? 4(y—3) 36
36 36 36

2

-4 ¢-37°_
=
1.

1

4
Ny . . (x — 4)2 (y - 3)2
La ecuacion ordinaria es 2 + 4 5 =

Evaluacion formativa 6.1
1. Determina lo que se te pide a partir de la informacion dada en las siguientes
elipses.

a)

Es una elipse con centro en
Su eje mayor coincide con el
eje

V, (-5, 0\ E,(-4,0) Es una elipse

Distancia focal:
Longitud del eje mayor:
Longitud del eje menor:
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b) Es una elipse con centro en
Su eje mayor coincide con el
eje

Es una elipse

a =

B,(-33,0) © B,(3/3,0) b=

CcC =

e =

Ir =

Distancia focal:

Longitud del eje mayor:
Longitud del eje menor:

. Determina los elementos de las siguientes elipses y graficalas.
x?2  y? _ ﬁ y_z _

a) ~+-=1 b)T+>=1

Q) x?+16y?—64=0 d) 9x2 + 4y? = 25

. Determina la ecuacion ordinaria de la elipse, segtin los datos proporcionados.
a) V(£6,0)y F(+4,0)

b) V(0,+4)y B(xV7,0)

c) F(0,+£2)ylado recto, Ir =10/3

d) F(%4,0)y excentricidad e = 4/5

e) Excentricidad 1/3 y lado recto 16/3, tiene dos soluciones.

f) Distancia focal igual al eje menor y su lado recto es V2 (tiene dos soluciones).

2 2
. Calcula la excentricidad de la elipse T4 =1,
25 ' 49

. Determina la ecuacion ordinaria de la elipse que representa a cada una de las
siguientes graficas.
a) AY b) 10 Y

\ N II‘
raa l 4
~_ N i | ]
X A - -
5 4 - 0 2 ' i ' AT &
1] T2 o 2 4 6 8
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6. Un planeta orbita alrededor de su estrella siguiendo una trayectoria eliptica. La
distancia entre los focos de la elipse es de 60 millones de kilometros y la longitud
del eje mayor es de 100 millones de kilometros.

a) Determina la excentricidad de la drbita del planeta.

b) Calcula la distancia del planeta a su estrella cuando esta en el punto mas
cercano de su Orbita.

c) ¢La orbita es muy alargada o casi circular? Justifica tu respuesta.

7. Determina los elementos de las siguientes elipses y graficalas.

x-2)2 | (y-1? x? | (y-2)?
a) 9 + 16 =1 b)ﬁ_i_ 25 =1

8. Determina la ecuacion ordinaria de la elipse segin sus elementos dados.
a) C(7,—2), eje mayor igual a 8 y eje focal paralelo al eje X
b) Vi(=2,-5), V2(=2,3), Fi(=2,-4) y F2(=2,2)
c) C(—4,0), uno de sus focos en (—1,0) y la longitud de su lado recto igual a 7/2
d) Fi(—9,-2), F,(—3,—2) y excentricidad e = g
e) Eje mayor paralelo al eje X, e = 3/5y C(3,2)

9. Una nave espacial realiza una maniobra orbital siguiendo una trayectoria
eliptica. El punto mads cercano a la Tierra esta en (2, 5), y el punto mas alejado en
(10, 5). Ademas, la distancia entre el centro de la trayectoria y uno de los focos es
de 3 unidades.

a) Determina la ecuacion ordinaria de la elipse que describe la trayectoria,
suponiendo que su eje mayor es horizontal.

b) Calcula la excentricidad de la orbita.

c) Interpreta el papel de los focos en este tipo de trayectorias.

d) Grafica la elipse en Desmos o GeoGebra.

10. Determina la ecuacidn general de cada una de las siguientes elipses.

(x-3)2 | (y+4)?
a) ” + 5 =1

b) (x—§)2+4(y—1)2=4

2 2
Q) (X+52) _I_(y+73) ~1

11. Determina la ecuacién ordinaria de cada una de las siguientes elipses.
a) x2+16y2—10x +64y +73 =0
b) 36x2 + 16y2 + 180x — 24y + 90 = 0
c) 3x2+5y2—30x+ 10y +65=0
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12. Determina si las siguientes ecuaciones representan a una elipse usando la
condicién AC > 0.
a)x?—2y?—8x+12y—10=0
b) —=5x2 + 8y%2 4+ 20x — 64y —10 =0
Axl+y’—6x+4y+9=0
e)9x% + 16y? — 54x + 64y + 61 =0

Autoevaluacion y coevaluacion 6.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcidn que mejor refleje tu nivel de desempetio en el
proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 6. Responde con
honestidad a la evaluaciéon de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacién favorable para
el aprendizaje con mis comparneros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la
retroalimentacion de dudas de mis comparieros.

Determiné los elementos como vértices, focos, eje
mayor, eje menor, lado recto y excentricidad a
partir de la ecuacién de una elipse. (M1-C1)

Reconoci la orientacién (horizontal o vertical) de
la elipse a partir de sus elementos o su ecuacion.
M1-C2)

Utilicé la elipse como modelo en contextos de
astronomia (drbitas planetarias) o acustica (salas
elipticas). (M1-C3)

Argumenté los procedimientos realizados para

obtener o transformar una ecuacion. (M1-C4)

Coevaluacion para el aprendizaje

Solicita a un compafiero del equipo que marque en la columna la opcién que mejor
describa tu desempenio durante el trabajo en equipo en la progresion de aprendizaje
6y, que responda con honestidad la evaluacion de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeio
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Propici6 un clima de comunicacién favorable para
el aprendizaje con sus comparieros.

Participd activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuy¢ colaborativamente a la
retroalimentacion de dudas de sus compafieros.

Determino los elementos como vértices, focos, eje
mayor, eje menor, lado recto y excentricidad a
partir de la ecuacién de una elipse. (M1-C1)

Reconocié la orientacion (horizontal o vertical) de
la elipse a partir de sus elementos o su ecuacién.
(M1-C2)

Utiliz6 la elipse como modelo en contextos de
astronomia (6rbitas planetarias) o actstica (salas
elipticas). (M1-C3)

Argumento los procedimientos realizados para
obtener o transformar una ecuacion. (1M1-C4)

Nombre y firma de quien coevalta
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PA 6. La hipérbola

(=2 G—k? _

a? b2 1

Ax?> +Cy*+Dx+Ey+F =0
Donde A = b?;C = —a?;D = —2b?*h ;D = 2a%k ;F = b?h® — a®’k? — a®b?

Analiza las relaciones entre las propiedades geométricas y algebraicas de la hipérbola, y elabora
modelos matematicos que apliquen estas relaciones para resolver problemas en campos como la
navegacion, las telecomunicaciones o la dinamica orbital.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Metas de aprendizaje

M1-C1 Ejecuta calculos y algoritmos para resolver
problemas matematicos, de las ciencias y de su
entorno.

M1-C2 Observa y obtiene informaciéon de una
situacion o fendmeno para establecer estrategias o
formas de visualizacién que ayuden a entenderlo.

M1-C3 Selecciona un modelo matematico por la
pertinencia de sus variables y relaciones para
explicar una situaciéon, fendmeno o resolver un
problema tanto tedrico como de su contexto.

M1-C4 Describe situaciones o fendmenos
empleando rigurosamente el lenguaje matematico y
el lenguaje natural.

Z 0O > T 0 >» T 0 > T 0 »
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Evaluacion diagndstica 6.1
Analiza y selecciona la respuesta correcta a cada pregunta.

1. ¢;Cual de las siguientes expresiones representa la distancia entre dos puntos
A(x1,¥1) y B(x2,¥2)?
a) lxz = x|+ lyz =yil b) (g —x)% + (y2 = y1)? Oy (xz — %)% + (2 — y1)?
2. ;Qué condicion deben satisfacer Ay C para que la ecuacion general Ax* + Cy? +

Dx + Ey + F = 0 represente a una elipse?
a) AC=0 b) AC >0 c)AC <0

3. ¢Cudl de las siguientes opciones describe correctamente el lugar geométrico de

una elipse?

a) El conjunto de todos los puntos del plano que equidistan de un punto fijo y
una recta fija.

b) El conjunto de todos los puntos del plano cuya suma de distancias a dos
puntos fijos es constante.

c) El conjunto de todos los puntos del plano que se encuentran a la misma
distancia de un punto fijo llamado centro.

Elementos de la hipérbola

Un sistema de localizacion geografica utiliza la
diferencia en el tiempo de llegada de sefales
provenientes de dos antenas emisoras para
determinar la posicion exacta de un objeto
movil. Cada vez que el objeto se desplaza, el
sistema calcula automaticamente en qué lugar
del plano se encuentra, basandose en el hecho
de que la diferencia entre las distancias a cada
antena permanece constante, como se muestra
en la figura de la derecha.

El ingeniero encargado del sistema
explica que, para representar correctamente
todos los puntos que cumplen esta condicion,
se utiliza una curva llamada hipérbola, que

tiene una propiedad geométrica tnica: es el
lugar geométrico de los puntos cuyo valor absoluto de la diferencia de distancias a
dos puntos fijos, llamados focos, es constante.
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Para que el sistema de localizacién funcione con precision, es fundamental
entender como se construye esta curva y qué caracteristicas debe tener, la hipérbola
permite identificar las posibles posiciones de un objeto cuya sefial llega con
diferencia de tiempo constante a dos receptores.

Una hipérbola, como se ilustra en la figura de la derecha, es el conjunto de
todos los puntos del plano tales que el valor absoluto de la diferencia de las
distancias a dos puntos fijos, llamados focos F; y F,, esigual a una constante positiva
2a. Si P(x,y) es un punto sobre la hipérbola, entonces se cumple que:

|I[PF1| = |PR;|| = 2a

La condicion geométrica anterior es equivalente a las siguientes dos
relaciones, de acuerdo a la ubicacién del punto P.

El punto P esta sobre la rama El punto P esta sobre la
izquierda rama de abajo

Y A

\
'\

/\\QU

El punto P esta sobre la rama El punto P esta sobre la
derecha rama de arriba

Y4
\_//\ )

."

;“'
ﬁ—‘!\
X

|PFy| = [PF;| = 2a

-

oy

|PF,| — |PFi| = 2a

. . . . . o
La distancia entre F; y F,, se denomina distancia Y

focal y se tiene que |FiF,| = 2¢, como se muestra en la

figura de la derecha. hd 9
C F 1
El centro de la hipérbola, denotado como C, es el - -
punto medio entre los focos. ov NX
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En las siguientes figuras, los vértices de la hipérbola son V; y V,. El segmento
ViV, es el eje de simetria de la hipérbola y se denomina eje transverso, que es el
segmento que une los vértices de la hipérbola y pasa por el centro y se tiene que
|V1V;| = 2a. Donde a es la longitud del semieje transverso

Hipérbola horizontal Hipérbola vertical
YA
Y\j Fio
Vl.
a
B C B
2 1 1
L b ® b ®
a
VZ
9 A:\
<< >
Oy X

El segmento B, B, pasa por el centro de la hipérbola y es perpendicular al eje
transverso, ademas, es eje de simetria de la hipérbola y pasa por el centro. A este
segmento se le llama eje conjugado y se tiene que |B;B;,| = 2b.

A

En la figura de la derecha, la distancia del
centro a uno de los vértices es a, la distancia del
centro a B; 0 a B, es b, la distancia de uno de los
vértices a B; 0 a B, es c. Estas distancias se relacionan
mediante la férmula c? = a? + b2.

El lado recto de una hipérbola, como se
muestra en la figura de la derecha, es el segmento

que pasa por uno de los focos, es perpendicular al
eje transverso y sus extremos se encuentran sobre
la hipérbola. El lado recto estd dado por la formula
l 2b? B
e g N

Lado recto
Lado recto
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. . P Cc
La excentricidad de la hipérbola es e = -, puesto que 2¢ > 2a, entonces ¢ > a,
c O . . s
y por tanto e = s 1. Para cada conica, la excentricidad varia como se muestra a

continuacion:
e Circunferencia: e = 0
e FElipse:0<e<1
e DParabola:e =1
» Hipérbola:e > 1

\‘ .

Las asintotas de una hipérbola son rectas a y
las que la curva se aproxima a medida que sus
ramas se alejan del centro, pero nunca las toca ni
las cruza. Las asintotas pasan por el centro de la
hipérbola y por las diagonales del rectangulo
auxiliar de dimensiones 2a y 2b, como se muestra
en la figura de la derecha. -

Ecuacion ordinaria de la hipérbola con centro en el origen

Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos P(x,y) del plano, tales que el
valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos, llamados focos,
es constante. Modelando lo anterior nos lleva a ||P_Fl| — |P—FZ|| = 2a.

De la definicién de valor absoluto tenemos que:
—(IPFy| - |PF;|) = 2a |PF,| — |PF;| = 2a

Una hipérbola puede ser horizontal o vertical. En el caso de la hipérbola
horizontal tenemos dos situaciones:

a) |PF| - |PFy| = 2a b) |PF;| — |PF| = 2a
Y.Ik p
~—— _ -_-—-—-—-—_—_______J—- L
] "
F, F F,
X oV X%

Vamos a deducir la ecuacion ordinaria de una parabola horizontal con centro
en el origen. Lo haremos partiendo de |PF,| — |PF,| = 2a (el caso |PF;| — |PF,| = 2a
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se deja al estudiante). Como la que se muestra en la siguiente figura, con a, b y
¢ nameros reales positivos que representan distancias caracteristicas de la curva.

A

%

Fy(- 0) C©0,0) [ |[Fi(c0)
Vy(-a,0)| V(a, 0) X

Sea P(x,y) un punto sobre la pardbola y, F; y F, puntos fijos llamados focos
que satisfacen la siguiente condicion geométrica:

|PF,| — |PF;| = 2a
PRl =y (x+ )2+ (y = 0)2 =/(x + )2 +y?
IPFi| = (x = )2+ (y - 0)2 = {/(x — ¢)? +y2
Sustituyendo en |PF,| — |PF;| = 2a
Jx+o)2+y2—J(x—c)?+y2=2a
Jix+co)2+y2=2a+/(x —c)*+y?
2 2
(\/(x+c)2+y2) = (2a+ (x—c)2+y2)
(x+0)*+y? =4a*+4aJ(x—c)>+y?+(x—c)* +y?
X+ 2ex + 2+ y? = 4a? + da (x — )2 + Y2 + 7 — 2ex + o7 + 2

2cx = 4a? + 4a+/(x — )2 + y2 — 2cx
dex — 4a” = 4ay)(x — )% + y?
4cx 4a®  4ay/(x —c)? +y?

4a 4a 4a
cx
——a=+(x-c)?+y?
a
cx 2 2
- - — 2 2
(a a) (\/(x ) +y)
2.2
c°x
2 2 2
o —2ecx+a"=@x—c)+y
2.2
c°x
> —2¢x +a? = x? — 2¢x + c? + y?
a
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c?x
—+a*=x"+c*+y?
a
2.2
c?x ) ) j
g _xz_yzzcz_az
a
c’x? a’x?
_ 222
> ——y?*=c’-a
a a
(Cz_az)xz 2 2 2
5 —y?2=c?’-a
a
(c? — a®)x? 2 2 a2
aZ(CZ_aZ) CZ_aZ CZ_aZ CZ_aZ
X2 2 c? — g2
aZ CZ_aZ CZ_aZ
2 2
<y
aZ CZ_aZ
2 2
X y
—2—ﬁ=1,dondeb2=c2—a2
a

Hemos obtenido la ecuacion ordinaria de la hipérbola horizontal con centro
en el origen.

Representacion grafica Elementos de la hipérbola horizontal

Eje transvers( coincide con el eje X.
Vértices: V(+a, 0)
Focos: F(+¢,0)

Extremos del eje conjugado: B(0, +b)
Longitud del lado recto: Ir = 2722

Ecuaciones de las asintotas:

b b
y=,% y=-,%

V.

2

Excentricidad: e = 2 >1

Longitud del eje transvers0: |V, V,| = 2a
Longitud del eje conjugado: |B;B,| = 2b
Longitud del eje focal: |F; F,| = 2¢
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Ademas, c* = a* +b% c>b,c>a,dondea =Vc2—b?yb =Vc?—a?

De manera analoga se obtiene la ecuacion ordinaria de la hipérbola vertical

con centro en el origen.

Representacion grafica

Elementos de la hipérbola vertical

Eje transverso coincide con el eje Y.
Vértices: V(0, +a)
Focos: F(0, +c¢)

Extremos del eje conjugado: B(+b, 0)

2

Longitud del lado recto: Ir = %

Ecuaciones de las asintotas:

_a . a
y=2% y==3%

Excentricidad: e = 2 >1

Longitud del eje transverso: |V, V,| = 2a
Longitud del eje conjugado: |B,B,| = 2b
Longitud del eje focal: |F; F;| = 2¢

Ademas, c* = a* +b%*c>b,c>a,dondea =Vc?2—b?yb =vVc? —a?

Ejemplo formativo 6.1

2.

2
. .7 . . .7 X
Determina los elementos de la ecuacion ordinaria de la hipérbola — — L

graficala.
Resolucion

2

ly

25

2
14 . X PR . . 7
Dado que el término Z- es positivo, el eje transverso es horizontal, asi que la

hipérbola es horizontal de la forma.

Determina los elementos.

x2

a?

y2

pz =1

2
Del término :—6, a® = 36, de donde a = 6.

2
Del término Z—S, se tiene que b? = 25, de donde b = 5.
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De la relacion ¢ = a? + b?, ¢ =+Va? + b%2 =+/36 + 25 =61

Los elementos de la hipérbola son:

Vértices: V;(6,0) y V,(—6,0)
Focos: F; (\/ﬁ, O) y FZ(—\/H, 0)

Extremos del eje conjugado:
B,(0,5) y B»(0,-5)

Longitud del lado recto:

Ecuaciones de las asintotas:

_b _5x _ b _ 5x
Y=4*"76 Y="4d*" "%
Excentricidad: e = 2 = % ~ 1.3

Longitud del eje transverso: 2a = 2(6) = 12

Iy = 2b* 50 25 Longitud del eje conjugado: 2b = 2(5) = 10
¢ 6 3 Longitud del eje focal: 2c = 2V61
Grafica la hipérbola.

Determina la orientacion de la hipérbola. La hipérbola es horizontal.
Grafica los vértices de la hipérbola, V;(6,0) y V,(—6,0).

Dibuja las asintotas de la hipérbola. Usa lineas punteadas y dibuja el rectangulo
centrado en el origen cuyos vértices son (—a,b), (—a,—b), (a,b) y (a,—b).
Paraa =6yb =5, las coordenadas de los vértices del rectangulo son (—6,5),
(=6,-5), (6,5 y (6,=5). Dibuja y Y 4

extiende las diagonales del rectangulo. \\‘\n_ o -V i
Estas lineas son las asintotas de Ila \\ U —— "'/',/
hipérbola. \ ANEEES /

Trazala hipérbola. Comienza en cadauna —h —R}— - ( RN }‘é
de los vértices y dibuja las dos ramas de 1 AV IR GAN

manera que se acerquen a las asintotas, /4 SRENEEEESS

pero sin llegar a tocarlas, como se muestra | /- - _ \

en la figura de la derecha.  l =1 2'»' -0

Ejemplo formativo 6.2

1. Determina la ecuacion de la hipérbola cuyos focos son F,(0,—4) y F;(0,4), y los

vértices son V,(0,—2) y V1 (0, 2).

Resolucion

Determina la forma de la ecuacion ordinaria de la hipérbola.

Dado que la abscisa de los focos F, (0, —4) y F;(0,4) es igual, abscisa igual a 0, el
eje transverso es vertical y la ecuacidn de la hipérbola es
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2 2
x
o
a? b?
Determina el valor de a?.
Las coordenadas de los vértices estan dadas por V,(0,—a) y V1(0, a) y en este caso

los vértices son V,(0,-2) y V1(0,2),asi que a = 2y a* = 4.

Determina el valor de b?.
Primero determina el valor de ¢ y luego usa la relacién b* = ¢ — a?.
Las coordenadas de los focos estan dadas por F,(0,—c) y F;(0,c). Dado que los
focos son F,(0,—4) y F;(0,4), se tiene que ¢ = 4, c* = 16.
Luego, b? =c?*—a* =16 -4 =12
La ecuacion ordinaria de la hipérbola es
y:ox?

4 127

Ejemplo formativo 6.3
1. Determina la ecuacion ordinaria de la hipérbola cuyos vértices son V,(—6,0) y
V1(6,0) y la excentricidad es V5/2.
Resolucion
Determina la forma de la ecuacion ordinaria de la hipérbola.
Dado que la ordenada de los vértices V,(—6,0) y V;(6,0) son iguales, ordenada
igual 0, la hipérbola es horizontal y su ecuacion es de la forma
X2 y?
primi il
a? b2
Determina a®.
Los vértices son V,(—a,0) y V;(a,0). Los puntos dados son V,(—6,0) y V;(6,0),

asi que a = 6, a® = 36.

Determina b?.
Primero determina el valor de ¢? usando la excentricidad y luego calcula b?
usando la relacién ¢? = a? + b?.

La férmula de la excentricidad es e = 2 y la excentricidad de la hipérbola es ‘/Z—g,

igualandolas y sustituyendo a = 6, se tiene que

c <5 c 5 6v5 2
=5 =5 ——3\/_ — 2 (3\/§) =9(5) =45
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Ahora, usando la relacion
c?=a’?+b* — b?>’=c?*—a® — b?>*=45-36=9

La ecuacion ordinaria de la hipérbola es

x2 y2

36 9

Ecuacion ordinaria de la hipérbola con centro fuera del origen

La ecuacion ordinaria de la hipérbola con centro fuera del origen, C(h, k), puede ser
horizontal o vertical.

Si el eje transverso es paralelo al eje X, la ecuacion ordinaria de la hipérbola
horizontal es

(x—h)? (y—k)

a2 bz
Elementos de la hipérbola horizontal
Vs Vértices: V(h + a, k)

L, Focos: F(h + ¢, k)

1

-___--_..-__-

Extremos del eje conjugado: B(h, k + b)

F, Ecuaciones de las asintotas:

............. L ek, rl:y_k=a(x_h)

b
rz:y—k=—a(x—h)

Longitud del lado recto: Ir = Zaiz

Longitud del eje transverso: |V, V,| = 2a
Longitud del eje conjugado: |B;B;| = 2b
Longitud del eje focal: |F; F,| = 2¢

Excentricidad: e = 2 >1

Ademads, ¢? = a* +b% c>a,c>a,donde b =Vc? —a?ya=+c?— b2

Si el eje transverso es paralelo al eje Y, la ecuacion ordinaria de la hipérbola
vertical es

y—K? =7 _

a? b2 1
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Elementos de la hipérbola horizontal
Vértices: V(h, k + a)

Focos: F(h, k + ¢)

Y4

Extremos del eje conjugado: B(h + b, k)

Ecuaciones de las asintotas:
a
rl:y—kzz(x—h)

a
rz:y—k=—5(x—h)

2

Longitud del lado recto: Ir = %

A\

Eje transverso: |V, V,| = 2a

@)

Eje conjugado: |B;B,| = 2b
Eje focal: |F1F,| = 2¢

Excentricidad: e = < > 1

a
Ademads, ¢ = a?+b% c>a,c>a,donde b =Vc2 —a?ya=+c?— b2

El estudio de la ecuacién ordinaria de la hipérbola permite identificar cémo
influyen las constantes h, k, a y b en su representacion grafica. Los valores de h 'y k
determinan el desplazamiento del centro de la hipérbola respecto al origen: h
traslada la figura horizontalmente y k verticalmente.

La constante a esta relacionada con la distancia del centro a los vértices, es
decir, define el alcance de la hipérbola a lo largo del eje transverso. La orientacion
de dicho eje depende de la ubicacién del término positivo en la ecuacion:

(x — h)?
aZ

Si
_1\2
Si (y-k)

a2

es positivo, la hipérbola es horizontal.

es positivo, la hipérbola es vertical.

Por su parte, la constante b esta asociada la longitud del eje conjugado y se
usa en la construccion del rectangulo auxiliar que guia la direccion de las asintotas,
las cuales representan las direcciones hacia las que se aproximan las ramas de la
hipérbola.

A diferencia de la elipse, en la hipérbola no se habla de eje mayor o eje menor,
sino de eje transverso o eje conjugado y sus longitudes estan determinadas por 2a y
2b, respectivamente. Ademas, recordando que la distancia del centro a uno de los
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focos de la hipérbola es c, los valores a, b y c, se relacionan mediante la férmula
c? = a? + b2.
Visualizar el efecto de estas constantes en el software Desmos, como se

muestra en las Figuras 6.1 y 6.2, facilita comprender como varia la orientacion, la
apertura y la ubicacion de la hipérbola al modificar cada una de las constantes h, k,

ayb.
+ r*‘ o ¥ + e o ¥
0\ (y—k)? _ (z=n)* - "t‘ (=h)2  (y—k)?
a? #o a2 !
® k=-19 ® k=26
10 - 0 10 - 10
® b-14 ® b=14
@ a=1.5 ‘® a=1.3
& h=-38 ® h-26
Figura 6.1. Efectos de las constantes h, k, a Figura 6.2. Efectos de las constantes h, k, a
y b en la grafica de la hipérbola vertical. y b en la grafica de la hipérbola horizontal.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025). Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
Ejemplo formativo 6.4
. oy y-2)2 (x-3)? ,
1. Determina los elementos de la hipérbola - = 1y graficala.
81 49
Resolucion
-2)2 o . . , s
Dado que o2 os positivo, el eje transverso es vertical, asi que la hipérbola es
81
vertical.

Determina los elementos.

_ 2
De la expresion S 812) . a? = 81,de donde a = 9.
(x — 3)?
49

De la expresion , se tiene que b? = 49, de donde b = 7.

De la relacion ¢? = a? + b?, ¢ =+Va? + b2 =81+ 49 =+/130

-2)2 " . . , .
Dado que ()/8—1) es positivo, el eje transverso es vertical, asi que la hipérbola es

vertical.

Los elementos de la hipérbola son:
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Centro: C(3,2) Ecuaciones de las asintotas:
Vértices: V1(3,11) y V,(3,-7)

9
y-2=5(x-3)
Focos: F1(3, 2++/130 ) y

9
F,(3,2 —/130) y—2=-5(x-3)
Extremos del eje conjugado: | Eycentricidad: e = & = Y230 ~ 1.27
a 9

B;(10,2) y B,(—4,2)
Longitud del eje transverso: 2a = 2(9) = 18

Longitud del lado recto:
b2 98 Longitud del eje conjugado: 2b = 2(7) = 14
Ir = @ 9 Longitud del eje focal: 2¢c = 2v/130
Grafica la hipérbola.

(y - 2)?

Determina la orientacion de la hipérbola. Dado que ~—

es positivo, la

hipérbola es vertical.
Grafica el centro y los vértices de la hipérbola: €(3,2), V1(3,11) y V,(3, =7).

Dibuja las asintotas de la hipérbola. Traza el rectangulo auxiliar centrado en
C(3,2) cuyos vértices son (h—bk+a),

T AY ~
(h—=bk—a), (h+bk+a)y(h+bk—a)y ! 5 ]
traza el rectdngulo con linea punteadas. Para . palEDY
h=3, k=2 a=9y b=7, las coordenadas
de los vértices del rectangulo son (—4,11), .
(—4,-7), (10,11) y (10,~7). Dibuja y extiende {1 &k {14 1

las diagonales del rectdngulo. Estas lineas son

M1
o
s . 7 Lk
las asintotas de la hipérbola. - 7Tk -
o | e R SaRaL Suna RSy
Dibuja la hipérbola. Comienza en cada uno de Tl DN
7 . . . - i | - N
los vértices y dibuja las dos ramas de manera - li'_S - HH
que se acerquen a las asintotas, pero sin llegar a mur. JunktananSdunl suni
. i )
tocarlas, como se muestra en la figura de la ! = !
| A
derecha.

Ejemplo formativo 6.5
1. Determina la ecuacion ordinaria de la hipérbola que tiene su centro en € (4, —2),
un foco en (7, —2) y un vértice en (6, —2).
Resolucion
Determina h y k.
Del centro C(4,—2), h =4y k = -2.
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Determina la forma de la ecuacién de la hipérbola.
Dado que la ordenada del centro C(4,—2) y del vértice (6, —2) son iguales,
ordenada igual a —2, el eje transverso es horizontal, asi que la ecuacion es de la
forma

x-m? -k?_

a? b2 1

Calcula a?.
La distancia del centro C (4, —2) al vértice (6, —2) es

a=0—x)2+ @ —y)?2=y(6-42+(-2+2)2=V4+0=2 —a®> =4

Calcula b2
Primero determina c?. La distancia del centro C (4, —2) al foco (7,—2) es

c=y(—x)2+ (0 —y)2=J(7—-42+(-2+2)2=/9+0=3 —>c?=9

Usa la relacion

c2=a?+b% b =c?>-a?=9-4=5

La ecuacion ordinaria de la hipérbola es
-9 O0+2)°
4 5

Ecuacion general de la hipérbola
La ecuacion general de la hipérbola se expresa en la forma:

Ax?> + Cy* +Dx+Ey+F =0
donde A y C son coeficientes reales de signos opuestos, lo cual garantiza que
AC < 0. Esta forma general se obtiene al desarrollar la ecuacion ordinaria de la
hipérbola al desarrollar cada binomio al cuadrado, simplificar los términos
algebraicamente e igualar a cero.

Reconocer la condicion sobre los coeficientes cuadraticos, AC < 0, permite
distinguir la hipérbola de otras conicas, como de la elipse o de la parabola, dentro
del estudio general de las secciones cdnicas.

120



Ejemplo formativo 6.6

2 2
1. Determina la ecuacidn general de la hipérbola Gty & +72) =
Resolucion

G+1D? (x+2)?
9 7 -

1)? 2)?
OlGEASNOIOLLISIOICNE)

Ny +1? = 9(x+2)* =63
(D2 + 2y + 1) — (9)(x* + 4x + 4) = 63
7y% + 14y + 7 — (9x% + 36x + 36) = 63
7y% + 14y + 7 — 9x% — 36x — 36 = 63
—9x% +7y? —36x + 14y + 7 — 36 — 63 = 0

1.

—9x2 +7y? —36x+ 14y — 92 =0
(—1)(—=9x% + 7y* — 36x + 14y — 92) = (—1)(0)
9x2 —7y?2 +36x — 14y +92 =0
Po lo tanto la ecuacién general de la hipérbola es 9x? — 7y? + 36x — 14y + 92 = 0.

Ejemplo formativo 6.7

1. Determina la ecuacion ordinaria de la hipérbola 4x? — 5y — 16x — 10y — 9 = 0.
Resolucion

4x%2 —5y2 —16x— 10y —9=0
(4x? — 16x) + (—5y% —10y) =9
4(x? —4x) —5(y%+2y) =9
2 2 2 2
4<x2—4x+(;) )—5<y2+2y+(;> >=9+4<%> —5(;)
4(x?2 —4x+ (2)>) - 5(0%+ 2y + (1)?) =9+ 4(2)? — 5(1)*
4(x —2)2=5(y+1)2=20
4(x — 2)? _ 5(y +D?* 20

20 20 20
(x=2)> +1?*
5 4

—2)2 2
Por tanto, la ecuacion ordinaria de la hipérbola es w-27 O :1) =1.
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Una forma de conocer la naturaleza de la ecuacion general de la hipérbola
Ax?> +Cy*+Dx+Ey+F =0
es realizar el andlisis de sus coeficientes Ay C:

e S5iA=C =0, laecuacion representa una recta.

e SiA=C #0,laecuacion representa una circunferencia.

e 5i A o Cesigual a cero, la ecuacion representa una parabola.

e Si A # Cy de signos iguales, tales que AC > 0, la ecuacion representa
una elipse, un punto o el conjunto vacio.

e Si Ay C tienen signos contrarios, tales que AC <0, la ecuacion
representa una hipérbola o un par de rectas que se cortan.

A continuacidn, se presentan ejemplos de ecuaciones generales clasificadas
segun los valores y signos de los coeficientes Ay C.

Tipo de conica Ecuacion general Comportamiento de Ay C
Circunferencia x2+y2—6x+4y+9=0 A=C=1>0
Elipse 4x?+9y? —8x+36y+25=0 | A=4,C =9; ambos positivos
Hipérbola 9x? —4y? —54x —8y+41=0 | A=09,C = —4; signos contrarios
Parabola x> —4x+5y+6=0 Solo x?2 presente; C = 0

Punto (elipse degenerada) | 4x? + 9y? — 16x + 18y + 25 = 0 | Representa el punto (2, —1)

Conjunto vacio 4x%+9y2 —8x+ 36y +76 =0 | No tiene solucion real
Dos rectas que se cortan x> -y =0 Forma canodnica de hipérbola degenerada
Recta 3x+2y—-6=0 No hay términos cuadréticos; A = C =0
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Evaluacion formativa 6.1
1. Calcula lo que se te pide a partir de la informacion dada en las siguientes
hipérbolas.
a) 3 Es una hipérbola

/ concentroen_
\; H— - Su eje transverso coincide
AR A con el eje

T i ofc | 1 b | x a=

/Ll N b=

CcC =

e =

- Ir=

Distancia focal:

Longitud del eje transverso:_
Longitud del eje conjugado:_

b) ! Es una hipérbola

= | | con centro en

iy Su eje transverso coincide
con el eje

a =
b=

—# -2 ofc 2 4 e C

e =
| | | | Ir =

E—— - - Distancia focal:

T F, Longitud del eje transverso:_
' ' Longitud del eje conjugado:_

2. Determina los elementos de las siguientes hipérbolas y graficalas.

X ye
)81 16
2 2
b) Z-==1
8 5
2 _ ¥ _
c) x =

d) 5y% — 16x2 + 400 = 0
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. Determina la ecuacién ordinaria de la hipérbola con centro en el origen, dados
los siguientes elementos.

a) V2(=4,0) y Vi(4,0), F2(=5,0) y F1(5,0)
b) Uno de sus focos es el punto (2+/3,0) y el lado recto es 2v/2.

c) Un vértice en (2v/3,0), un foco en (4,0) y su eje conjugado sobre el eje de las
ordenadas.

d) Extremos del eje conjugado B;(0,1) y B,(0,—1) y la excentricidad es e = g.
. Determina la excentricidad de las siguientes hipérbolas y explica el efecto que
esta tiene sobre sus graficas.

y2 x2 y2

x2
a) ?——— b)E_E_l

. Determina la ecuacion ordinaria que representa a cada una de las siguientes
graficas.

a) _ Y _ b) iy
/]
\ 1 L >
I'\I I." P & +——T
-9 *—
. ,+ 0 T L X < 0 ~
.'\, [T T
L] ’ i T - N
+ 4 + + ? 1 4 + t |
. Determina los elementos de las siguientes hipérbolas y graficalas.
—1)2 —4)2 2 2
a) o-1° -9 ~1 b)(x+3) _G+2) ~1
36 9 25 16

. Determina la ecuacion ordinaria de la hipérbola con eje transverso paralelo al eje
X, sabiendo que:

a) a=3,b=2yC(13) b)2b=8,e=2yC(0,~5)

. Determina la ecuacion ordinaria de la hipérbola con eje transverso paralelo al eje
Y, sabiendo que:

a) 2c=12,e=2yC(3,0) b) 2a = 16,e == y C(—1,-3)

. Determina la ecuacion ordinaria de la hipérbola que cumpla con las siguientes
condiciones:

a) Fi(51),F(=51,Vi3, 1)y V(=31

b) F,(3,-3),F,(3,-9)ylr=5

o) r =3,F(-4+V7,-1)yF(—-4—-+7,-1)
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10. Determina la ecuacidn general de las siguientes hipérbolas.
—1)2 — 3)2 —2)2 2
a)(y D7 _&-37 4 b)(x LR )
9 4 16 9

11. Determina la ecuacién ordinaria de las siguientes hipérbolas.
a) 4x* —9y? +32x+ 36y —8=0 b) 25x% — 4y% + 150x + 325 =0

12. Determina mediante el andlisis de los coeficientes A y C, si las siguientes
ecuaciones representan una recta, circunferencia, parabola, elipse, hipérbola, un
punto o un conjunto vacio.

a) 2x? +2y?+3x+5y—-5=0 b) 2x% 4+ 2y? —4x+ 4y +19 =0
c)x? +4y? —6x+16y+21=0 d) 16y2 — 9x% — 36x + 32y — 164 =0
e) x> —6x— 16y + 105 =0 f)y?—6x+4x+13 =0
g)2x+y—10=0 h)x? —4y2+4=0

i) 4x% +9y? —16x + 18y + 25 =0 j) 4x% 4+ 9y% —8x + 36y + 76 = 0
K)y?—x2=0
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Autoevaluacion y coevaluacion 6.1
Nombre: Plantel: Grupo: Turno:

Autoevaluacion para el aprendizaje

Selecciona en la columna la opcidon que mejor refleje tu nivel de desempenio en el
proceso para el aprendizaje de la progresion de aprendizaje 6. Responde con
honestidad a la evaluacion de cada uno de los criterios que se enlistan a
continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacién favorable para
el aprendizaje con mis comparneros.

Participé activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribui colaborativamente a la
retroalimentacion de dudas de mis comparieros.

Determiné correctamente los elementos
principales de una hipérbola a partir de su
ecuacién ordinaria o general: centro, vértices,
focos, excentricidad. (M1-C1)

Interpreté graficamente el comportamiento de la

hipérbola y sus elementos al modificar sus
parametros. (M1-C2)

Justifiqué la selecciéon de una hipérbola como
modelo apropiado para representar trayectorias,
Orbitas u ondas. (M1-C3)

Expliqué con lenguaje matematico riguroso la
relacion entre la ecuacion de la hipérbola y sus
propiedades geométricas. (M1-C4)

Coevaluacién para el aprendizaje

Solicita a un companero del equipo que marque en la columna la opcién que mejor
describa tu desempefio durante el trabajo en equipo en la progresién de aprendizaje
6y, que responda con honestidad la evaluacidon de cada uno de los criterios que se
enlistan a continuacion.

En proceso de

Bueno Sobresaliente
logro

Desempeiio

Propicié un clima de comunicacion favorable para
el aprendizaje con sus comparieros.

Particip6 activamente con ideas para la toma
razonada de decisiones.

Contribuy¢ colaborativamente a la
retroalimentacion de dudas de sus compafieros.
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Determiné correctamente los elementos
principales de una hipérbola a partir de su
ecuacién ordinaria o general: centro, vértices,
focos, excentricidad. (M1-C1)

Interpretd graficamente el comportamiento de la
hipérbola y sus elementos al modificar sus
parametros. (M1-C2)

Justifico la seleccion de una hipérbola como
modelo apropiado para representar trayectorias,
Orbitas u ondas. (M1-C3)

Explicé con lenguaje matematico riguroso la
relacion entre la ecuacion de la hipérbola y sus
propiedades geométricas. (M1-C4)

Nombre y firma de quien coevalta
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Referencia a las fuentes de consulta de imagenes
Figura 1.1. Puntos graficados en Desmos.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 1.2. Puntos graficados en GeoGebra.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 2.1. Efectos de las constantes m y b en la grafica de la linea recta.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 3.1. Efectos de las constantes h, k y r en la grafica de la circunferencia.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 3.2. Efectos de las constantes D, E y F en la grafica de la circunferencia.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 4.1. Efectos de las constantes h, k y p en la grafica de la parabola vertical.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 4.2. Efectos de las constantes h, k y p en la gréfica de la parabola horizontal.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 5.1. Efectos de las constantes h, k, a y b en la grafica de la elipse vertical.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 5.2. Efectos de las constantes h, k, a y b en la grafica de la elipse horizontal.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 6.1. Efectos de las constantes h, k, a y b en la grafica de la hipérbola vertical.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).

Figura 6.2. Efectos de las constantes h, k, a y b en la grafica de la hipérbola horizontal.
Fuente: Elaboracion propia (Desmos, 2025).
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Referencia a las fuentes de consulta de codigos QR
QR 1.1. Distancia dirigida. Video de MatCddigo. https://voutu.be/6Hv eQmXr3E
Fuente: Parzibyte, 2025.

QR 2.1. Método de reduccién. Video del profe Alex.
https://youtu.be/UMNcW4hjQKS8
Fuente: Parzibyte, 2025.

QR 2.2. Método de sustitucion. Video del profe Alex. https://youtu.be/cNIV-ltkpBM
Fuente: Parzibyte, 2025.

QR 2.3. Método de igualacion. Video del profe Alex. https://voutu.be/4Y59ImNoOr4
Fuente: Parzibyte, 2025.

QR 3.1. Ecuacién de la circunferencia conociendo 3 puntos. Video profe Alex.
https://voutu.be/v2YhfOWgEyM
Fuente: Parzibyte, 2025.

QR 4.1. Distancia dirigida. Video MatCodigo. https://voutu.be/6Hv eQOmXr3E
Fuente: Parzibyte, 2025.
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